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7.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

7.1.1 TASA DE VARIACION MEDIA (T.V.M.)
El cociente incremental % = w se llama TASA DE VARIACION MEDIA (T.V.M.)

Y significa la variacion relativa de f con relacién a x en el intervalo [x,,x, + h]

Grificamente, es la pendiente de la recta que pasa por los puntos P, (xg, f(x,)) ¥ P(x, + h, f (x, + h))

: w es la pendiente de la recta 7p,p

f(xo+h)

Af=f(xo+h)—f(x0)

X0 xo+h

7.1.2  DERIVADA

h)— . . . .
M, si existe y es finito, se llama

El limite limh_,oAh—f = lim,,_,,
DERIVADA DE LA FUNCION £ en xo, y se designa f*(xo)
SIGNIFICADO DE f *(x;): es la pendiente de la recta tangente a la grifica de y = f(x), en el punto de abscisa x,

Si existe f " (xg), se dice que f es derivable en x,

. [ +h)—f(x0)
= lim

“(x =1
recta tangente/a la curva en el punto Po f ( 0) R0 h

X0

Salvo alguna excepcion, las funciones conocidas son derivables en todos los puntos en los que esta definida. Es decir,
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LAS FUNCIONES ELEMENTALES SON DERIVABLES EN SU DOMINIO.
7.1.3 DERIVADAS LATERALES

h — 07 significa que h tiende a 0 tomando valores menores que O, h tiende a O por la izquierda
h — 0% significa que h tiende a 0 tomando valores mayores que 0, h tiende a O por la derecha

Se define la derivada por la izquierda de f en x,, como:

flxo +h) — f(x)
h

f ™) = lim

Se define la derivada por la derecha de f en x,, como:

Flx,t) = hhng flxo + h})l — f(xo)

Si en un punto las derivadas laterales no coinciden, son distintas, el punto es “anguloso”. Si las derivadas laterales coinciden, la

curva es “suave”, es decir, es derivable.

X0

punto anguloso Xo
funcion derivable

f (™) # f'(xo™) f(o™) = f"Cxo™) = f'(x0)
7.1.4 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

Una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en él

Es lo que ocurre en los puntos angulosos y en los puntos de tangente “vertical” (perpendicular al eje X)

Xo

X0
punto anguloso

SI UNA FUNCION ES DERIVABLE EN UN PUNTO, NECESARIAMENTE ES CONTINUA EN ESE PUNTO

Sin embargo,
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IMPORTANTE

CONTINUIDAD #{> DERIVABILIDAD

Hay funciones continuas en x, que no son derivables en x,

DERIVABILIDAD [————>>  CONTINUIDAD
Toda funcién derivable en un punto, es continua en ¢l

En los ejercicios: PARA ESTUDIAR LA DERIVABILIDAD EN UN PUNTO, PRIMERO VEMOS SI ES CONTINUA EN
EL Y DESPUES ESTUDIAREMOS LA DERIVABILIDAD.

es decir f'(x07) = f(x1) = f(x0)

si no es continua en Xy, ya no es derivable en x;

7.2 FUNCION DERIVADA

Si una funcion, f, es derivable en todos los puntos de un intervalo I,
la funcion fix —— 3 f'(x) definida en I, se llama funcién derivada de f

si f “es derivable, su derivada se llama f*" (se lee f segunda). Asi sucesivamente se definen £, fV, ..., f* (f tercera, f cuarta, f

n—ésima)

otra manera de nombrar las derivadas es Df, D?f D3f.., D"f

fx+h)—f(x)
h

f(x)=lim

7.3 REGLAS DE DERIVACION

SUMA DIf(x) +g()]=f(x)+g(x) F+9)=f+g
PRODUCTO POR UN NUMERO  D[k. f(x)] = k. f'(x) (k.f) =k.f’
PRODUCTO DE DOS FUNCIONES  D[f (x). g(x)] = f'(x). g(x) + f(x). g"(x) (f.9)  =f.9+f.9
COCIENTE DE DOS FUNCIONES D [%] = %(;mm (f /q) =T2]e

REGLA DE LA CADENA D[flg®]] = f'g(x)].g"(x) (fog) =f"(9).9
COMPOSICION DE FUNCIONES D [f[glh()]]] = £ [glh()]]. g ThG0)]. b (x) (fogoh)” = f'(goh).g’(h).k’
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DERIVADAS INMEDIATAS DE FUNCIONES ELEMENTALES

FUNCION CONSTANTE  f(x) =k > f(x)=0
FUNCION IDENTIDAD  f(x) = x S f()=1
POTENCIA flx) =x" > f(x) =n.x"?1 (Y =nfrLlf
RAIZ CUADRADA f(x) =+x > f(x) = ﬁ} (JF) = ﬁ? f
FUNCION INVERSA f=1=x1 Sfx="3 (;) =g f
FUNCION SENO f(x) =sen(x) - f'(x)=cos(x) (sen(f) =cos(f) - f’
FUNCION COSENO f(x) =cos(x) - f'(x)=—sen(x) (cos(f)) = —sen(f) - f~
FUNCION TANGENTE  f(x)=tg(x) - f(x)=1+tg’x= — (tg(N) = W
FUNCIONES ARCO (arcsen(x)) = \/;7 (arcsen(f)) = \/11_7 - f
(INVERSAS O RECIPROCAS ~ (arccos(x))’ = — = (arccos(f)) = — Jll__f f
DE LAS TRIGONOMETRICAS)  (arctg(x)) = m (arctg(f)) = 1+f2 f
EXPONENCIALES (e*) = e* (f) =e - f
(a¥)' =a*-lna (/) =af -Ina-f
LOGARITMICAS (Inx) =~ (nf) = j% f
(loggx) =1 ;= logae (loga f) =7 +logze- f°
EJERCICIOS RESUELTOS
. fx)=x°> f(x)=5-x>"1=5.x*
2 f=g=xt o =4 x-S—x—‘:
3. f(x)—\/_3—x/5—> f(x)—— 1=§~x"—si§=séﬁ

= 37a2 =75 - Y ()= Y72t 2 TE 2%
4. f(x) 7x2=77s.x75 > f(x)=37 S XS : T
V23

. f(x)=x3—\/ﬂ+% - f'(x)=(x3)'—\/§~(\/§)'+3~(%)'=3~x2—\/§‘%+3-;—2=3x2—2& =
6. f(x)=3x*-5x2+7x+1 - f(x)=3-(x*)-5-x3)+7-(x)+(1) =3-4x3-5-2x+7-1+0=

=12x3—10x+7
7. f(x)=sen(x*+5x—1) » f'(x)=cos(x®*+5x—1)- (x> +5x—1)" = cos(x* +5x — 1) - (2x +5) =
=(2x+5)- cos(x +5x—1)
8. f(x)=ysen(x) —» f'(x)=3 Sen(x (sen() = 0s(x) = zczz(nx()x)
9. f(x)=5e**3* - f'(x)=5e""*3*. (x2 4 3x) = 5e¥ "3 . (2x 4+ 3) = 5(2x + 3) - eX ¥

2,/sen (x
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10. f(x) = sen(\/x2 + 5x — 1) - f'(x)= cos(\/x2 + 5x — 1) . (\/xz + 5x — 1)' = cos(\/x2 +5x — 1) .
. '—2+5x - (x2+5x —1)" = cos(VxZ + 5x — 1) - -(2x+5) = (2x+5) cos(Vx7+5x-1)
-1 -1

2Vx245x-1
1
1. f(x) = arccosvx - f(x)—m (Vx) = ﬁ 2Vx  2J0-x)=x  2VxxZ

1
2VxZ+5x-1 2+5 -1

1 (senx) = —1.cosx=—CS
1+(sen x)2 1+(sen x)? 1+(sen x)?

13. f(x) =In(lnx) - f(x)—— (lnx) i x=x11nx

14 f@)=arctgVx - f(x)_1 (J_ (Vx) = T+x 2\/_ 2x/§-21+x)

15 f()= (2 —Vx+senx)* > f(x)=4-(x>—Vx+senx)® (x> —Vx+senx) =4-(x?—Vx+senx)-
[x®) = (Vx) + (senx)]=4- (x —Vx +senx)®- (2x——+cosx)

l6. f(x) —In (1+senx) 5 f (%) = v (1+senx) _ l-senx [(1+senx) ‘(1-senx)—(1+sen x)-(1-sen x)” _

12. f(x)=arctg(senx) - f'(x)=

1-senx TTeenx 1-senx 1+sen x (1-sen x)?

_ l-senx [cosx~(1—senx)—(1+senx)~(—cosx)] _ 1-semx COSX—Sen x-COSX+COSX+Sen x-cosx __
T 1+senx (1-sen x)? " 1+senx (1-sen x)? -

_ l-senx 2cosx  _ _ (d=senx) 2cosx 2cosx

" 1+senx (1-sen x)? T 7 1+senx (1—senx)2/_ (1-sen x)-(1+sen x)

1 1
17. f)=vxvx+1 - f(x)=——-(xvx+ 1) = ) Vx+1+x-(VWx+1)| =
fo) =/ f@ == o+ 1) = =" (Vx+1)1

JrvEF T+ F(x+1)] 1-[x+1 \/’%1]

2x\/ +1

7.4 Estudio de la derivabilidad de una funcién definida “a trozos”

f1(x) X=X

Sea una funcién  f(x) = {fz (x) x> xg

en la que f; (x) es derivable en (a, xg) y f, (x) es derivable en (xq, b)

Para estudiar si f(x) es derivable en X, daremos los pasos siguientes:
I Vemos si f es continua en X: es decir, ¢ limy_,, - f1 (x) = lim,_x + f2(x) = f(x)?

20 Si fes continua en xg, entonces calculamos (™) = limy_, - f;°(x) ¥

fCxo™) = limyy+ fo/(%)
i f(xo7) = f'(xp%) diremos que f(x) es derivable en xq y f(x;) es ese valor comun.
EJEMPLO RESUELTO 1

Estudiar la derivabilidad en x,=2 de la funcion:

f(x)z{)éi_ s?x<2

2 six=>2

Para ello, primero vamos a derivar “a trozos” en intervalos abiertos (es decir, menos en x=2)

_ Ssix <2 2x six <2
fe) = {3x—2 six =2 - f(x)—{ six>?2

2° Paso: estudiamos la continuidad en x=2

lirg flx) = lirgl x2 =4
X—27 X—-27
lim f(x) = lim(Bx—2) =4; - limf(x) = f(2) =4 - f escontinuaenx = 2
x-27F x-27% x—2
f(2)=3-2-2=4
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Por ser continua f en x=2, puede ser derivable en x=2, vedmoslo:

limxaz_f,(x) =lim,_,-2x =4 =f'(27)
lim,_,,+ f'(x) = lim,_,+3 =3 = f'(2%)

f no es derivable en x=2
EJEMPLO RESUELTO 2
Calcular m y n para que f(x) sea derivable en xo=1.

f(x)z{x2—5x+m six<1

. primero calculamos la derivada de la funcion salvo en x=1 “(x) =
—x*+nx  six>1 > / {

20 Paso: Imponemos que sea continua en x=1, es decir, los limites laterales deben ser iguales
lim (x2 — 5x + m) = lim (—x? + nx)
x—-1" x—-1%
12-5-1+m=—-(1%)+n-1

—4+m=-1+n-m—-n=3

m—n=3 12 ecuacién

} — las derivadas laterales no coinciden, por tanto, A lim,_,, f"(x)

six<1
—2x+n six>1

3e Paso: f sera derivable en x,=1 si los limites laterales de f"(x) en x=1 coinciden. Por tanto, imponemos que sean iguales:

’}1_?11,(295_5) =)}1_gl+(—2x+n)
2:1-5=-2-1+n
—-3=-2+n - n=-1

n=-1  22ecuacion
La funcién sera derivable si se cumplen las dos condiciones mn__n_=1 3} -m—-(-1)=3-m=2

Luego param =2 yn = —1, f es derivableenx=1y f'(1) = 3
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APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

7.5 RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UNO DE SUS PUNTOS
Si £ (x) es derivable en Xo, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en x, es:

y =f"(x0) - (x — x0) + f(x0)
EJERCICIO RESUELTO 7.5.1

x2-2x
x+3

Halla la ecuacion de la recta tangente a y = enxy =3
SOLUCION

Para resolver este ejercicio hay que conocer los 3 ntimeros de la ecuacion de la recta, es decir xo, f(xg), f (xo)

e x,— Noslodaelenunciado xy =3

2_ 2_9,
o f(xo)— Sesustituyex0=3eny=xx 2 1231

X —_—
n 2@ =75=;

o  f'(xg) = Primero calculamos f’(x) y después sustituimos x por x, =3

(x?=2x)" - (x+3) = (x*=2x)- (x+3)" (2x—2)-(x+3)—(x*—2x)-1 2x*+4x—6—x*+2x
(x +3)2 - (x +3)2 - (x + 3)2 h

o x’+6x—6 _ __ 3+6:-3-6 21 7

B e R S e C P LR T T

fx)=

Solo nos queda sustituiren ¥ = (o) - (x = %) + f(xp) > vy =F(3)- (x =3+ f(3) » y = 17—2 (x—3) +§
EJERCICIO RESUELTO 7.5.2

Halla la ecuacién de la recta tangente a y = x3 + x? + 2, que es paralela a la bisectriz del 1¢ y3* cuadrante
SOLUCION

La bisectriz del 1y 3" cuadrante es larectay = x

La pendiente de una recta es el coeficiente que acompafia a la x cuando la y esta despejada, es decir, si la recta es

y = ax + b — aes la pendiente.

Por tanto, en la recta y = x, la pendiente=1

TODAS 1LAS RECTAS PARALELAS TIENEN LA MISMA PENDIENTE

La ecuacién de la recta tangente a una curva (o funcion) f(x) en el punto de abscisa x = x es
y = f"(x0) - (x —x0) + f(x0)

Por tanto, tenemos que calcular los tres ntimeros siguientes: X, f (%) v f(%0)
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Como f’(x,) = 1, por ser paralela la recta que buscamos a la recta y = x, vamos a calcular f*(x) = 1 y despejamos x

f(x)=3x%+2x

1
—2+,22-4-3-(-1) -2xv16 -2+4 x = 6 3
2 _ 2 1 _ _ T _ T _ T4
3x+2x=1-3x"+2x—-1=0->x = 53 = 3 == = 224

Ecuacion de la recta tangente para x = %
1

Xog = 3

o= rQ)= () + (0 v2-3

fay=r()=1

Sustituyendo en

y = f(x0) - (x — x0) + f(x0)

1 58 49
Obtenemos y_1-(x—5)+2_7 N y_x+;
Ecuacion de la recta tangente para x = —1
.xO =-1

fxo)=fD) =1+ (-D*+2=2
fe)=r(5)=1

Sustituyendo en

y = f(x0) - (x — x0) + f(x0)

Obtenemos y=1-(x-(-1))+2 - y=x+3
7.6 INFORMACION EXTRAIDA DE LA PRIMERA DERIVADA

7.6.1 MONOTONIA DE UN FUNCION: CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO
DEFINICIONES
f creciente en xo ¢ Existe un entorno del punto xo, es decir, (xo — a,xo + @) tal que

o Sixg—a<x<x,- f(x)<f(x)
o Sixyg<x<xg+a-f(x)>f(x)

Es decir, signo(x — xg) = signo(f(x) — f(x,))

(xo)

Xo+a Xo X yo—a
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Andlogamente, se define f decreciente en x4 si, signo(x — x,) # signo(f(x) — f(xy)
7.6.2 Relacion del crecimiento de una funcién con el valor de su derivada

Si f es derivable y creciente en xy = f'(x,) =0

f'(xa)>0
f creciente

1'{x0)=0
f creciente

X0 Xo

f'{xe)<0D
f decreciente

Si f es derivable y decreciente en xy = f'(x,) <0

7.6.3 Criterio para identificar tramos crecientes o decrecientes a partir del signo de la derivada
Si f'(xg) > 0 = f creciente en x,
Si f'(xy) < 0= f decreciente en x,
EJERCICIO RESUELTO 7.6.1
Estudiar la monotonia de la funcion y = x® — 6x2 + 5
SOLUCION
y=x3—6x?+5-y =3x%—12x

3x=0-x=0
f(x)=0-3x2-12x=0-3x(x—4)=0

x—4)=0-x=4
Vamos a estudiar el signo f'(x) en (—o,0), (0,4) y (4,+)
x=—1e(-»,0) > f(-1) =3-(-1)2—12-(-1) =15 = +
x=1€6(0,4) > f(1)=3-12-12-1=-9 = —

x =5e(4,+0) > f(5)=3-52—12-5=15= + 0 4

signo f'(x) + - +
monotonia de f(x) J \ J

Luego, fcrecienteen (—o,0)u(4,+0) y fdecrecienteen (0,4)
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7.6.3 MAXIMOS Y MiNIMOS RELATIVOS. DEFINICIONES

f tiene un maximo relativo en x, < si f(x) < f(x,) para xe (xo —a,x, + a)
Andlogamente, se define minimo relativo en x

f tiene un minimo relativo en x, < si f(x) > f(x,) para xe (xo —a,x, + a)

7.6.4 Condicion necesaria de maximo o minimo en funciones derivables.

Si f(x) es derivable en x y tiene un maximo o minimo en él, entonces

fx)=0
f (x) méximo o minimo en x, = f"(x,) =0
F(x0)=0
Los puntos donde f'(x) = 0 se llaman PUNTOS SINGULARES o PUNTOS CRITICOS
f(x) Un PUNTO SINGULAR puede ser un miximo, un minimo o un punto de inflexion
(o)

La condicion es necesaria pero no suficiente, es decir, puede ocurrir que f'(x) = 0 y que no haya méximo o minimo

f'(xa)=0
\ \.(x‘)):[} F'(x0)=0

Xo Xo Xo
Méximo relativo Minimo relativo Punto de Inflexion

EJERCICIO RESUELTO 7.6.2

y:x2+3—>y'=2x—>2x=0—>x=0 signo £'(x) - +

monotonia de f(x) \ J

Estudiamos signo(f”) en (—oo,0)y (0, +o0)

Luego, fdecrecienteen (~,0) y fcrecienteen (0, +w)

f(-D=2-(-D=-2=-

f()=2-1=2=+ s
y=x2+3
Luego, en xo = 0 se alcanza el MINIMO RELATIVO \/_ ________

£(0) =02 +3 =3 - (0,3)es MINIMO RELATIVO
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EJERCICIO RESUELTO 7.6.3

y=—x*+2 5y =-2x 5 -2x=0 5x=0 - =

signo f'(x) + —

monotonia de f(x) J \

Estudiamos signo(f”) en (—o0,0)y (0, +)

f-D=-2-(-1)=2=+
f,(l) — 2 . 1 — 2 — + Luego, fcrecienteen (—,0) y fdecrecienteen (0, +m)
Luego xo = 0 se alcanza un MAXIMO RELATIVO

f(0)=—02+2=2 - (0,2)es MAXIMO RELATIVO

EJERCICIO RESUELTO 7.6.4 e o0

signo f'(x) + +

monotonia de f(x) J J

Luego, ferecienteen (—e,0) y ferecienteen (0, o)

y=x3+1 -5y =3x? 53x2=0->x=0

Estudiamos signo(f”) en (—o0,0)y (0, +0)
fD=3-(-D?=3=+
f(1)=3-12=3=+

Luego X, = 0 hay un PUNTO de INFLEXION

f(0)=0%+1=1 - (0,1)es PUNTO de INFLEXION

7.6.5 Regla para identificar extremos relativos

Para saber si un punto singular es maximo relativo, minimo relativo o punto de inflexion, estudiamos el signo el signo de la derivada en los

alrededores de los puntos que la hacen cero. Es decir, las soluciones de la ecuaciéon f'(x) = 0

MAXIMO f'(x) > 0asuizquierda f'(x) < 0asuderecha
MINIMO f'(x) <0asuizquierda f'(x) > 0asuderecha
P. INFLEXION f (x)tiene el mismo signo a ambos lados del punto

EJERCICIO RESUELTO 7.6.5

f(x) =3x5—-5x% - f'(x) = 15x* — 15x2 = 15x? - (x2 — 1) > 2 : .
{15x2=0—>x=0 - 4o
x>—1=0->x=+1

signo f'(x) + - +
moneotonia de f(x) J ~\ \\ /l

Luego, fcrecienteen (-, -1)u(1,+x) y fdecrecienteen (-1,1)

x=-2-f(-2)=180 = +
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x=-05-f(-05)=-37..=—

x=05-f(0,5=-37..=—

x=2-f(2)=180=+
Enx = —1 hay un maximo relativo - f(=1) = 2 » (—1,2) es MAXIMO RELATIVO
Enx = 0 hay un punto de inflexién — f(0) = 0 - (0,0) es PUNTO de INFLEXION

Enx = 1 hay un minimo relativo — f(1) = —2 - (1,—2) es MINIMO RELATIVO

y=3x"—5x7

EJERCICIO RESUELTO 7.6.6

3

x () (x—2)2-x3((x-2)3)" _ 3x%(x—2)2-x3-2-(x-2) _ (x-2)-[3x*(x-2)-2-x3] _ 3x3-6x?-2x3 _ x3-6x?

y=_2_>y,_ _2)2)2 - _2)4 - —2).(x=2)3 - _2)3 (x=2)3
(x=2) ((x-2)?) (x=2) (x=2)"(x-2) (x=2) (x=2)
. F-6x? ¥2=0-x=0
=0-7 =0->x>—-6x2=0->x%-(x—6 =0—>{
y s (x—6) (x-6)=0-2x=6
0 [
Enx = 0 hay un Punto de Inflexiéon — (0,0)es P.Inflexion
signo f'(x) - - +
monotonia de f(x) \\ \ J En x = 6 hay un Minimo Relativo — ( 6;13,5)es Minimo R.
Luego, fcrecienteen (6, +) y fdecrecienteen (—,2)u(2,6)
3
x = 2 Asintota Vertical — Posicion de la curva respecto de la Asintota — lim,,_, * -8 _ 40
X202 (x—2)2 o+
. x3 . x3 .
llqu_wm = llmx_,_oo; =lim,,_,x=—00
Ramas Parabélicas - x w3
limx_>+oom = limx_,+ooﬁ = lil’nx_,_'_00 X =+

,107/7 02 4 6 B fo 1z 14 18 18 20 22 24 26 28
=
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EJERCICIO RESUELTO 7.6.7

= 3,4 3 0 = 1943 2 _1942(_ f_ 20 _ 12x2=0->x=0
y=—3x*+4x3 5y = —12x% + 12x% = 12x%(—x + 1) >y = 0 > 122%( x+1)_o->{(_x+1)=0_)x=1

Enx = 0 hay un Punto de Inflexién — (0,0)es P.Inflexiéon

signo '(x) + + —
J Enx = 1 hay un Maximo Relativo — ( 1; 1)es Maximo R.

N

Luego, fcrecienteen (-c,1) y fdecrecienteen (1,+c)

monotonia de f(x)

lim,,_ e (—3x* + 4x3) = lim,,_,,(—3x*) = —

Ramas Parabélicas - {
lim, 40 (—3x* + 4x3) = lim,, ;o (—3x*) = —0

Corte con los Ejes —
x3=0-x=0-(0,0)

—3x+4=0—>x=§—>(§,0)

EjeX>y=0->-3x*+4x3=x3-(-3x+4) >

EjeY - x=0-y=0-(0,0)

EJERCICIO RESUELTO 7.6.8
y=x*+8x3+22x2+24x+9 >y =4x3 +24x? + 44x + 24 =4 - (x3 + 6x% + 11x + 6) > y = 0 > Ruffini
1 6 11 6 Como todos los coeficientes son positivos, solo puede tener soluciones negativas

-1 -1 -5 -6 Divisores de 6 de signo negativo: =1, —=2,—=3y — 6

| 1 5 6 [0

H_J

—5+V5T—a16 _ -5+V25-24 _ —5+¢1 | X T 3 -3
21 2 2 -5-1

x> +5x+6=0->x=

Enx = —3 hay un Minimo R.— f(—3) = 0 - (—3,0)es un Minimo R.

signo f'(x) + - - +

monotonia de f(x) \ _/4 —\ /J Enx = —2 hay un Maximo R.— f(-2) =1 - (—2,1)es un Maximo R.

] ) Enx = —1 hay un Minimo R.— f(—1) = 0 - (—1,0)es un Minimo R.
Luego, fcrecienteen (-3, 2)U(—1,+w) y fdecrecienteen (-, —3)U(—2, —1)
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34

24

14

0
-4 -3 -2 -1

7.7 INFORMACION EXTRAIDA DE LA SEGUNDA DERIVADA

7.7.1 CURVATURA DE UNA FUNCION: CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD. PUNTOS DE INFLEXION.
Tenemos una curvay = f(x). Trazamos la recta tangente a ella en un punto P, cuya ecuacién esy = f "(xo) - x + b = t(x)

Si en las cercanias de P es f(x) > t(x), la curva es CONVEXA en P

y=(x)
P y=t(x)

Si en las cercanias de P es f(x) < t(x), la curva es CONCAVA en P

f(x) > t(x) - fes CONVEXA

t00 f(x) < t(x) > fes CONCAVA

Si la tangente atraviesa la curva en P, es decir, si a la izquierda es CONCAVA vy a la derecha CONVEXA, o viceversa,

P es un PUNTO DE INFLEXION

y=(x)
P P
y=t(x) y=t(x)
y=f(x)
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7.7.2 RELACION DE LA CURVATURA CON LA SEGUNDA DERIVADA.

Si f tiene segunda derivada en xg, es decir, Af (%), se cumple:

f CONVEXAenx, — f es crecienteenx, = f (x,) =0

f CONCAVA en x, — f es decrecienteenx, = f (xy) < 0

f tieneun PUNTO DE INFLEXION enxq - f (%) = 0

7.7.3 CRITERIO PARA DETECTAR EL TIPO DE CURVATURA.

f (x9) >0 f es CONVEXA en x,

f(xy) <0 fes CONCAVAen x,

f (xg) =0y f (xo) # 0 > ftiene un PUNTO de INFLEXION en x,

7.7.4  APLICACION A LA DEFINICION DE MAXIMOS Y MINIMOS.

Si f(xo) = 0y 3f (x,), entonces:
Si f (xy) > 0 — f tieneun MINIMO R.en x,
Si f (xy) <0 — f tiene un MAXIMO R.en x,

EJERCICIO RESUELTO 7.7.1

Estudiar la monotonia y curvatura de f(x) = x3 + 3x?

f(x) = x3 + 3x?

3x=0-x=0

’ — 2 2 = . =
f)=3x>+6x—>3x"+6x=0->3x-(x+2) 0ﬁ{(x+2)=0—>x=—2

ff(x)=6x+6->6x+6=0->x=—1

-2 0 _ o -
—x * * +00 - e re
slane ) * B + Signode f~ +
monotonia de f(x) / \ J /\ \_/
Curvatura de f céncava convexa

Luego, f es concava en (—x,—1) y convexa en (—1,+»)
Luego, fdecrecienteen (-2,0) y fcrecienteen (—co,—2)u(0, +o0)
Enx = —2 hayunmaximor.— f(—=2) = 4 - (—2,4)esmaximor.

Enx = 0 hay un minimor.— f(0) = 0 = (0,0)es minimo r.

En x = —1 hay un punto de inflexion - f(—1) = 2 - (—1,2)es un punto de inflexiéon

x2=0->x=0-(0,0)

. 3 2 2, =
EjeX =x"+3x7= 0" (x +3) 0ﬁ{(x+3)=0—>x=—3—>(—3,0)

Puntos de corte con los Ejes:
EjeY 5x=0->y=02+3-02=0-(0,0)

FIN TEMA 7
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