Pensamiento numerico del preescolar
a la educacién basica

Introduccion

al como lo expresa el Ministerio de Educacion Nacional en su documento sobre los Lineamientos

Curriculares en el drea de matematicas®, el desarrollo del Pensamiento Numérico es el nuevo

énfasis sobre el cual debe realizarse el estudio de los Sistemas Numéricos. Asi, desde el estudio
profundo de los Sistemas Numéricos, se pueden desarrollar habilidades para comprender los nUmeros,
usarlos en métodos cualitativos o cuantitativos, realizar estimaciones y aproximaciones, y en general,
para poder utilizarlos como herramientas de comunicacion, procesamiento e interpretacion de la
informacion en contexto, con el fin de fijar posturas criticas frente a ella, y asi participar activamente en
la toma de decisiones relevantes para su vida personal o en comunidad.

...el pensamiento numérico se refiere a la comprension en general que tiene una persona sobre los
numeros y las operaciones junto con la habilidad y la inclinacién a usar esta comprension en formas
flexibles para hacer juicios matematicos y para desarrollar estrategias Utiles al manejar nimeros y
operaciones...(Mclntosh, 1992).

e Desde una perspectiva mas amplia, Resnick, 1989 (citada por Judith Sowder, 1992), propone que el
pensamiento numérico debe ser considerado como una forma de pensamiento superior y que por
tanto debe presentar caracteristicas como:

¢ No algoritmico, esto es, el camino de la accion no esta totalmente especificado de antemano.

e Tiende a ser complejo: el camino total no es visible (mentalmente hablando) desde ningun lugar en
particular.

o Abre un campo de soluciones multiples, cada una con costos y beneficios, antes que una Unica solucion.
o Involucra juzgar e interpretar.

e Involucra la aplicacion de multiples criterios, los cuales algunas veces entran en conflicto con otros.

e Involucra la incertidumbre: no siempre que iniciamos una tarea, conocemos el camino para su solucion.
e Involucra autorregulacion de los procesos de pensamiento, ...

e Involucra imposicion del significado, encontrando estructura en el aparente desorden.

o El pensamiento es esfuerzo total. Existe un considerable trabajo mental en el tipo de elaboraciones y
juicios que se requieren.
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e La anterior cita muestra como el desarrollo del pensamiento numérico es un proceso cuya
construccion implica largos periodos de tiempo, ya que involucra no solo aspectos conceptuales de
las matematicas, sino también el desarrollo mismo de la cognicién humana.

En los Lineamientos Curriculares se proponen ideas similares a proposito de los énfasis sobre los cuales
se debe estructurar el curriculo de matematicas en el sistema educativo colombiano:

El pensamiento numérico se adquiere gradualmente y va evolucionando en la medida en que los alumnos
tienen la oportunidad de pensar en los nUmeros y de usarlos en contextos significativos, y se manifiesta de
diversas maneras de acuerdo con el desarrollo del pensamiento matematico. En particular, es
fundamental la manera como los estudiantes escogen, desarrollan y usan métodos de célculo, incluyendo
calculo escrito, calculo mental, calculadoras y estimacion, pues el pensamiento numérico juega un papel
muy importante en el uso de cada uno de estos métodos. La invencion de un algoritmo y su aplicacion
hace énfasis en aspectos del pensamiento numérico tales como la descomposicion y la recomposicion, y la
comprension de las propiedades numéricas. Cuando se usa un algoritmo ya sea utilizando papel y lapiz o
calculadora, el pensamiento numérico es importante cuando se reflexiona sobre las respuestas.

Otras situaciones que involucran el desarrollo del pensamiento numérico hacen referencia a la
comprension del significado de los nimeros, a sus diferentes interpretaciones y representaciones, a la
utilizacion de su poder descriptivo, al reconocimiento del valor (tamafio) absoluto y relativo de los
numeros, a la apreciacion del efecto de las distintas operaciones, al desarrollo de puntos de referencia
para considerar nUmeros. En general, estos puntos de referencia son valores que se derivan del contexto y
evolucionan a través de la experiencia escolar y extraescolar de los estudiantes. Otro indicador valioso del
pensamiento numérico es la utilizacion de las operaciones y de los nUmeros en la formulacion y resolucion
de problemas y la comprension entre el contexto del problema y el calculo necesario, lo que da pistas
para determinar si la solucion debe ser exacta o aproximada y también si los resultados a la luz de los
datos del problema son o no razonables.

El contexto mediante el cual se acercan los estudiantes a las matematicas es un aspecto determinante
para el desarrollo del pensamiento. Por tanto, para la adquisicion del sentido numérico es necesario
proporcionar situaciones ricas y significativas para los alumnos. Claramente, el pensamiento numérico es
a veces determinado por el contexto en el cual las matematicas evolucionan. Por ejemplo, mientras un
estudiante en la escuela no se incomoda porque 514 sea la suma de 28 + 36, el mismo estudiante en una
tienda puede exigir que se le revise la cuenta si tiene que pagar $ 5140 por dos articulos cuyos precios son
$ 260y $ 380. Para otro estudiante resulta mas facil decir que en ¥z libra de queso hay mas queso que en
Y de libra, que determinar cual es mayor entre % y V4.

La manera como se trabajen los nUmeros en la escuela contribuye o no a la adquisicion del pensamiento
numeérico. Los estudiantes que son muy habiles para efectuar calculos con algoritmos de lapiz y papel
(este es el indicador mediante el cual se mide con frecuencia el éxito en matematicas) pueden estar o no,
desarrollando este pensamiento.

Cuando un estudiante de 6° grado dice que %+% :% o un estudiante de 2° grado afirma que
40-36 =16, estan intentando aplicar un algoritmo que han aprendido pero no estan manifestando
pensamiento numérico.

MEN, 1998, p 43 44

Surge entonces una gran pregunta para la escuela: ;Cdmo organizar la estructura curricular del area de
matematicas con el fin de lograr el desarrollo de un pensamiento matematico en los estudiantes,
coherente con los planteamientos propuestos en los Lineamientos Curriculares, Estandares Basicos de
Matematicas, y en general, con los planteamientos actuales de la Didactica de las matematicas en el
ambito nacional e internacional? Por supuesto, un intento de respuesta ni es simple ni inmediato.

El desarrollo del pensamiento numérico de los nifios empieza antes de su ingreso a la escuela, cuando
hacia los dos o tres afios, a través de la interaccion con otros adultos (fundamentalmente sus padres)
desarrollan no solo las habilidades y competencias relativas al lenguaje materno, sino que, gracias a




esas interacciones, también desarrollan una serie de intuiciones sobre lo numérico, las
cuales se muestran en competencias relativas al conteo®, percepcion del cardinal de pequefias
colecciones™, incluso, la posibilidad de composiciones y descomposiciones de las mismas.

Si bien no puede decirse que estas actuaciones constituyan un conocimiento amplio del nUmero ni
en el sentido matematico (aun no pueden reconocerse las propiedades matematicas basicas del
sistema de los numeros naturales ni psicoldgico (la complejidad l6gica de estos conocimientos es
aun incipiente), si puede afirmarse que estas primeras intuiciones numéricas son la base para el
posterior desarrollo de los aspectos psicoldgicos y matematicos del mismo.

Desde el punto de vista psicoldgico, se deben estructurar las operaciones logicas de clases de
seriacion y de inclusidn, que son las que permiten, siguiendo a Piaget, la construccion de la nocion
de cardinalidad, y orden estable, y por consiguiente, del nUmero como una clase ldgica.

Esta construccion de los aspectos cognitivos del nUmero es un asunto del desarrollo normal de la
persona, y el papel de la escuela en este proceso es importante, pero no enseiiando las actividades
piagetianas de seriacion, clasificacion, ordenacion, conservacion, etc., sino a partir de promover
situaciones en las cuales el papel de la interaccion social del nifio con otros nifios y adultos sea
factor fundamental para el desarrollo de éstas, en tanto que le posibiliten el proceso de adquisicion
de las competencias lingUisticas, pragmaticas, y conceptuales necesarias para su desarrollo. En
otras palabras, el aprendizaje del numero no es solo un problema de desarrollo cognitivo, sino que
el contexto sociocultural en el que el nifio despliega su actividad es determinante en los logros que
puede alcanzar.

Asi pues, aceptando que la escuela juega un papel importante en el desarrollo del pensamiento
numeérico, y que este es un proceso de larga duracion, se pueden proponer los siguientes aspectos
sobre los cuales centrar los esfuerzos en el contexto escolar:

e Conocimiento de los multiples usos de los nUmeros.

El conteo y las estrategias para operar a través del conteo.
e La comprension de las relaciones y las operaciones.

e Comprension del sistema de numeracion decimal.

Sentido de numero y estimacion.

Trascender los nUmeros naturales.

El siguiente esquema presenta relaciones basicas entre los principales conceptos relacionados con
el pensamiento numérico

? Por contar se entiende no el recitar la secuencia de palabras niumero, sino al establecimiento de la correspondencia entre éstas y
los objetos de la coleccion que se desea contar. Aunque es de anotar que en esas edades se cometen muchos errores al establecer
esta correspondencia, y que el conteo, mas que dar cuenta de la cantidad de objetos de una coleccion (cardinal), lo que hace es
asignar etiquetas a los objetos contados (el tres no significa tres objetos, sino mas bien el tercer objeto contado).

1 Desde edades muy tempranas los nifios reconocen perceptualmente colecciones de hasta tres o cuatro objetos sin necesidad de
recurrir a su conteo. Dicho proceso se conoce como subitizing.
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1. CONOCIMIENTO DE LOS MULTIPLES USOS DE LOS NUMEROS

Los numeros en la vida cotidiana pueden ser usados de muchas maneras: como secuencia verbal, para
cuantificar, para medir, para expresar un orden, para etiquetar, para marcar una locacion, o
simplemente como una tecla para pulsar (en el caso de las calculadoras), (MEN, 1998; Decorte,
Verschafel, 1996).

Los NUmeros como secuencia verbal

Esta es quizas una de las primeras identificaciones que el nifio hace con respecto al nUmero. Desde una
edad muy temprana, cuando se inicia el desarrollo del lenguaje, los nifios comprenden que existen
palabras para referirse a las cosas o las acciones, y otras palabras especiales con las cuales referirse al
contar™. No quiere decir esto que los nifios en esos momentos iniciales sepan contar, sino que
identifican la existencia de palabras para referirse a esa accion es especial.

Esta iniciacion al uso de las palabras numeros cumple una funcionalidad muy importante en el
aprendizaje del conteo: de un lado, permite que los nifios aprendan las palabras numero, y de otro, con
la correccion del adulto, interiorizan el orden en que ellas deben ser aprendidas. Si bien pronunciar las
palabras nimero no es contar en el sentido estricto de la palabra, conocer las palabras y su orden es uno
de los aspectos claves en su aprendizaje.

Ademas, cuando este aprendizaje se hace unido a las acciones mismas de contar, y no solo a partir de
accion de repetir las palabras nUmero como si se tratara de una cancion o un retahila de palabras, éstas
palabras numero se aprenden en contexto y con significado, lo que hace mas facil los aprendizajes
posteriores con respecto al nUmero.

' Asi, hacia los dos afios, los nifios usan algunas palabras, como por ejemplo: uno tres cinco, etc., para referirse a acciones que
indiquen contar, y cuando se les pide contar, no usan otras palabras como, gato, perro, etc., que son comunes en su vocabulario.




Los nUmeros para etiquetar

Los numeros como etiquetas tienen varios sentidos: de un lado puede identificar cierto uso que da el
nifio a las palabras nUmero cuando esta en proceso de aprender a contar, pero de otro, puede referirse
al uso que al nUmero como cddigo de identificacion de personas, objetos, funciones etc.

Cuando el nifio inicia el aprendizaje del conteo, una etapa inicial del proceso esta referida al uso de las
palabras nUmero como etiquetas. Esto es, para el nifio, cada palabra nUmero enunciada, no representa
la cantidad de objetos contados hasta el momento, sino el Ultimo objeto sefialado™. Es decir, la palabra
numero no expresa cantidad sino formas de nombrar los objetos. Esto se va superando en la medida
que los nifos interiorizan la nocidn de cantidad, y sobre todo, en la medida que reconocen y memorizan
de manera perceptual las cantidades o colecciones de muestra. Por ejemplo, reconocen donde hay dos
o tres objetos sin necesidad de contar®.

El otro sentido, ya no depende de la comprension del nifio, sino de los usos culturales del nimero. Los
numeros de las cédulas, de los teléfonos, de las camisetas de los jugadores de futbol, etc., no
comportan el significado de numero en el sentido estricto de la palabra. Son tan solo etiquetas para
identificar algo: una persona (la cédula), una cuenta (el teléfono) y una funcion (el juego del futbol).

Como puede verse en los ejemplos sefalados, con dichos numeros no tiene sentido las operaciones
clasicas de sumar o restar, aunque si indican una clasificacion. Esto es, los nUmeros como etiquetas
cumplen la funcion de clasificar objetos, y dependiendo del contexto en que sean usados, esta
clasificacion es mas detallada o no. Por ejemplo, en el caso de los codigos de barra que identifican los
productos que se venden en una tienda, almacén o supermercado, las barras representan una secuencia
de numeros™ los cuales se utilizan representar caracteristicas del producto: fabricante, tipo de
producto, nacionalidad, etc.

Los numeros para contar

Como se verd mas adelante, contar es una accion fundamental en el desarrollo del pensamiento
numeérico, sobre todo, al inicio de las conceptualizaciones mas elementales con respecto al numero.
Pero no siempre que se repite una secuencia de palabras nimero se esta usando el nimero en su
sentido de contar. Los nUmeros se usan para contar, cuando el resultado final de la accion expresa la
cantidad (cardinalidad) de una coleccion de objetos.

En tal sentido, establecer correctamente la correspondencia uno a uno de las palabras numero con los
objetos de la coleccion que se quiere contar no es suficiente para que el nUmero exprese cantidad,
aunque si es condicion necesaria. Esta significacion se logra, cuando en la accion de establecer la
correspondencia biunivoca, cada nueva palabra nimero usada expresa la totalidad de objetos contados
hasta el momento, y no tan solo como una etiqueta que representa el Ultimo objeto contado.

Los nUmeros para medir

En el mismo sentido del item anterior, no siempre se tiene la necesidad de cuantificar cantidades

12 Esto se evidencia en acciones como las siguientes: después de contar cuatro objetos se le pregunta al nifio que muestre donde
hay tres, y generalmente sefala el tercer objeto contado. Esto demuestra que la palabra tres aun no significa cantidad, sino una
forma de uno de los objetos contados.

1* Este reconocimiento de las cantidades iniciales pues dos objetos siempre estan en linea, mientras que tres siempre estan en
triangulo. De ahi que la visualizacion juega un papel importante. Ademas, culturalmente, se induce al nifio en la representacion de
estas cantidades en sus dedos, sobre todo a partir de solicitarle que represente su edad en los dedos de las manos, en los juegos, al
contar uno, dos, tres,... (y salte), etc.

' Representar los nmeros por barras es un asunto de tecnologia, pues de es forma se facilita su lectura electrdnica.




discretas. Muy a menudo, se debe cuantificar magnitudes continuas. En tales casos, el nUmero expresa
una cantidad, pero ahora como resultado de una medicion. En estos casos, por lo general ya no se trata
de numero enteros, sino de nUmeros racionales, o incluso de nUmeros irracionales.

Los numeros como resultado de una medida constituyen una de las fuentes de sentido y significado
mas importantes para el desarrollo del pensamiento numérico. Es precisamente la necesidad de
expresar la medida de magnitudes de diferente naturaleza la que se constituye como fuente
fenomenoldgica para la construccion conceptual de los diferentes sistemas numéricos.

Los nUmeros para ordenar

Unido a lo anterior esta el sentido de los nimeros como criterio organizador de una secuencia. Se trata
un sentido del nimero en que no es solo cantidad, sino que a través de la nocion de cantidad se
establece la organizacion de una secuencia de eventos, acciones, etc. En este sentido el significado del
numero en juego no es el de cantidad, sino el de orden. En este caso, la nocion de cantidad es el
referente basico para definir el orden de aquello que se quiere organizar.

Todo lo anterior muestra la necesidad del desarrollo de una propuesta curricular con una amplia riqueza
de situaciones a través de las cuales los alumnos puedan tomar conciencia de esta multiplicidad de
sentidos y significados de los nUmeros.

2. EL CONTEO Y EL APRENDIZAJE DEL NUMERO NATURAL

Por lo general, cuando se piensa en el aprendizaje del nUmero natural, se piensa basicamente en los
primeros aprendizajes que el nifo realiza en el preescolar y/o primero primaria. Nada mas lejos de la
realidad que tal planteamiento. Tal aprendizaje estd presente, por lo menos, a lo largo de toda la
educacion basica. Esta afirmacion tan fuerte debe ser sustentada con cuidado.

Durante mucho tiempo las actividades de ensefianza del nUmero centraron la atencion en las tareas
piagetianas sobre conservacion, seriacion y clasificacion. Hoy en dia se ha demostrado que estas
actividades no mejoran la comprension numeérica de los nifios (De Corte y Verschafel, 1996), y que por
el contrario, centrar el trabajo sobre el conteo y las estrategias del conteo a través de la solucion de
problemas sencillos, trae grandes desarrollos en los procesos de conceptualizacion de los alumnos.

En consonancia con los planteamientos piagetianos, en nuestro sistema educativo es muy comun la
estrategia de ensefiar el concepto de nUmero natural a partir la nocion de cardinal, el cual se supone es
el resultado de la abstraccién del trabajo con colecciones™. Una vez “aprendidos los nUmeros”, asi a
secas, se pasa al estudio de las operaciones, el cual se restringe basicamente al aprendizaje de los
algoritmos para calcular los resultados, y no de las operaciones en si mismas. Finalmente se trabaja la
solucion de problemas, donde se aplican los conceptos estudiados anteriormente. Esta perspectiva de
trabajo desarticulado, no permite el desarrollo del pensamiento numérico tal como se propone en los
Lineamientos Curriculares.

Saber el nUmero “cinco” es mucho mas que reconocer una coleccion de cinco unidades, o reconocer el
numeral “5”. Es reconocer que 5 es 3+2, 4+1, 10+2, etC., s reconocer que... 3<4<5<6<7..., es poderlo
utilizar con sentido para comunicar situaciones en las que él aparece, o poder resolver situaciones
problema en las que el cinco este involucrado; y mucho mas.

Por el contrario, una perspectiva de trabajo que tome como punto fundamental para el aprendizaje del
concepto de numero natural las situaciones problema en las que estos intervienen, y a través de estas,

13 Asi, son comunes las actividades en las que se muestran las colecciones de uno, dos, tres, cuatro,..., elementos, generalmente en
forma grafica y sin contexto alguno que les den sentido y significado, separadas en el tiempo (cada una de ellas en una clase
diferente), seguidas posteriormente de actividades centradas en el reconocimiento de la representacion simbélica de cada uno de
los nUmeros representados en dichas colecciones.




conceptualizar las relaciones, las operaciones y las propiedades que los caracterizan como sistema
numérico, se hace bastante promisoria. Notese que se estd planteando un aprendizaje del nimero a
través de su uso, y no aprender el nUmero desde sus aspectos formales, para luego utilizarlo. Para lograr
tal meta, la accion de contar es un factor determinante.

La interaccion social y los primeros aprendizajes numéricos

Desde que los nifios, hacia los dos o tres afios, inician su inmersion en la lengua materna a través de las
interacciones con los adultos, desarrollan no solo las habilidades y competencias relativas al lenguaje
materno, sino que, gracias a esas interacciones con el adulto, también desarrollan una serie de
intuiciones sobre lo numérico, que se muestran en competencias relativas al conteo, percepcion del
cardinal de pequenias colecciones, e incluso, la posibilidad de composiciones y descomposiciones de las
mismas. Si bien no puede decirse que estas actuaciones constituyan un conocimiento amplio del
numero ni en el sentido matematico (aun no pueden reconocerse las propiedades matematicas basicas
del sistema de los numeros naturales) ni psicoldgico (la complejidad I6gica de estos conocimientos es
aun incipiente), si puede afirmarse que estas primeras intuiciones numeéricas son la base para el
posterior desarrollo de los aspectos psicoldgicos y matematicos del mismo.

Quizas por presumir ante familiares y amigos, quizas motivados por la idea de que las matematicas
hacen a las personas inteligentes, o simplemente motivados por una necesidad social, los padres
inducen a los nifos al aprendizaje de la secuencia de las palabras nimero. Estas acciones hacen que
paulatinamente, el nifio hacia los tres o cuatro afos, pueda recitar las palabras nUmero, y en el orden
apropiado, por lo menos hasta el diez. Erroneamente, la mayoria de los adultos asumen que esta
recitacion es una evidencia de que el nifio sabe contar. En realidad, el conteo implica otro tipo de
capacidades que superan ampliamente este nivel de la recitacion de las palabras nUmero.

Pero cuando esta intencionalidad del adulto se contextualiza desde las actividades cotidianas del nifio,
fundamentalmente desde sus juegos, de tal manera que el aprendizaje de la secuencia de las palabras
numero se realice sobre la base de actividades reales de conteo, entonces se logra ya no solo recitar las
palabras numero, sino realmente contar en un rango alrededor de la decena, reconocer
perceptualmente la cardinalidad de colecciones de hasta tres o cuatro elementos, o incluso, realizar
composiciones y descomposiciones en los rangos numéricos dentro de los cuales se reconoce la
cardinalidad perceptual.

Realizar el anterior trabajo tiene dos condiciones basicas: de un lado, aprovechar las actividades de
juego espontaneas de los nifios para inducirlos en actividades de conteo, y de otro, que estas
actividades de conteo generen la necesidad de comunicar cantidades y de comunicarse a través de las
mismas. Es decir, no se trata de forzar actividades de conteo, sino de aprovechar aquellas en las que el
contar se pueda desarrollar de forma casi natural, pero que a la vez, este conteo esté mediado por la
necesidad de comunicarle a otros la cantidad contada.

Por ejemplo, en un juego con cubos, carros, o mufecas, el adulto puede inducir a los nifios a la
necesidad de contar a través de un cuestionamiento sencillo: ;cuantos cubos, carros, mufecas
tenemos? En este momento se puede acompanar el acto de contar de los nifios, ayudandolos en los
momentos en los que presentan dificultades para dar feliz término a su acto. Otra situacion tipica que
se presta para generar aprendizajes numéricos es el relativo a la edad: al nifio(a) continuamente se le
cuestiona por su edad, y él rapidamente aprende a mostrar en sus dedos cuantos afios tiene, y cuando
lo hace mal, el adulto le corrige mostrandole como debe ser.

Como se afirmo antes, estos aprendizajes numéricos de los nifios hacia tres o cuatro afios de edad aun
distan mucho de constituir formalmente el concepto de numero, pues, siguiendo a Piaget, no hay en
estos actos de conteo evidencia de cardinalidad, orden estable, y por consiguiente, el nUmero no existe




como clase. La ausencia de cardinalidad se puede evidenciar en situaciones tan simples como en el acto
de mostrar tres dedos de una mano para representar una cantidad (como por ejemplo su edad):
siempre son los mismos tres dedos, y no aceptan que otros tres dedos, o incluso que dos dedos de una
mano y uno de la otra sean el mismo tres, En otras palabras, el tres no es la cantidad, sino los tres dedos
que se usan para su representacion" y de ahi la negativa para aceptar que otra configuracion de dedos
también represente el mismo tres. Igual evidencia se puede ver con las palabras nUmero que se utilizan
para contar: cuando el nifio dice “uno, dos y tres”, estas palabras no representan cantidades de objetos,
sino mas bien etiquetas para referirse a dichos objetos, y por tanto, el "uno", o el "dos", o el "tres" se
refieren al primero, al segundo o al tercer objeto contado respectivamente, y no a las cantidades uno,
dos o tres.

La ausencia de orden se evidencia de un lado en la imposibilidad del nifio de ver la inclusion de un
numero en el otro, por ejemplo, de ver que el tres contiene al dos, y de otro, que a pesar de realizar el
conteo en orden correcto, el orden en que se realiza dicho conteo se refiere no a la relacion de ser
mayor o menor, sino a la manera como fueron aprendidas la palabras nimero.

Todo esto desemboca en la ausencia de un concepto de nUmero como clase, ya que, por ejemplo, el dos
es diferente segun el contexto donde es utilizado: dos carros no es lo mismo que dos mufiecas, pues el
dos se refiere a cosas y no a la cantidad. Es decir, existe un nUmero para cada coleccion, y el nUmero de
una es diferente del nUmero de la otra.

Pero a pesar de las distancias tan grandes que separan estas ideas iniciales de los nifios de los conceptos
formales aceptados en la escuela, no se puede pretender dejar este desarrollo conceptual a la mera
voluntad del destino, pues si bien es cierto que un aprendizaje del concepto de numero natural debe
darse sobre la base del desarrollo de unas estructuras cognitivas, también lo es, que el papel de la
interaccion social del nifio es fundamental en el desarrollo de éstas, en tanto que le posibilita un
proceso de adquisicion de las competencias linguisticas, pragmaticas y conceptuales necesarias.

En otras palabras, el aprendizaje del niUmero no es solo un problema de desarrollo cognitivo, sino que el
contexto sociocultural en el que el nifio despliega su actividad es determinante en los logros que puede
alcanzar.

El conteo y las estrategias para operar a través del conteo

Contar es una accion basica para el desarrollo del concepto de nUmero natural, pero sobre todo, si esta
accion estd mediada por la necesidad de comunicar o interactuar con otros: a través de un juego para
determinar los marcadores de cada jugador, para comunicar a otros cuanto se tiene de algo, para
comparar cantidades, etc..
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Dos caractreristicas basicas del conteo:En primera instancia, un orden en la secuencia
para no contar dos veces el mismo objeto, o no dejar ningtin objeto sin contar (figura
superior), y en segunda instancia, el caracter inclusivo de cada item de conteo: 8
contiene los demas niimeros (figura inferior).




El conteo es un esquema mental cuya construccion inicia en la etapa sensoriomotora y que se va
desarrollando paulatinamente hasta alcanzar niveles abstractos. Cada una de las etapas por las que
atraviesa este proceso determina momentos especificos en el desarrollo conceptual del ndmero. La
construccion de este esquema implica en el nifio la comprension del concepto de coleccion como una
totalidad compuesta susceptible de ser comparada. Pero no por el hecho de que el nifio perciba la
coleccion como pluralidad esta en capacidad de contarla. Debe ante todo percibir cada elemento de la
coleccion como un item que puede ser contado, delimitar claramente los elementos de la coleccion, y
establecer una correspondencia uno a uno entre la secuencia de las palabras numero y los objetos de la
coleccion que debe ser contada (esto es, no contar dos veces un elemento o dejar alguno sin contar).

Asi pues, contar es un proceso mediante el cual se ponen en correspondencia biunivoca los numeros
naturales con los elementos de una coleccion, y como ya se dijo, recitar las palabras numero, sin
ninguna referencia a correspondencia con items de una coleccion no es contar. Cuando el nifio inicia los
primeros aprendizajes de este proceso se ve enfrentado a multiples problemas, que van desde no
conocer los nombres de los nUmeros o no conocer el orden correcto de ellos, hasta los relativos con el
establecimiento del cardinal de la coleccion contada. Solo a través de enfrentar multiples situaciones de
conteo, el nifio puede desarrollar los esquemas suficientes y necesarios para solucionar estos
problemas.

De otra parte, asi como a través de las diferentes situaciones de conteo a las que el nifio se
enfrente le permiten adquirir una comprension del nUmero, estas mismas situaciones, en
la medida que exigen la comunicacion con otros (sobre todo si esta se realiza con
lapiz y papel), también generan la necesidad de aprender a escribir los
numerales®. Al igual que con el conteo, este no es un aprendizaje de facil transito, que parte de las
representaciones espontaneas de los nifos (iconograficas muchas veces) hasta finalmente llegar a la
escritura socialmente compartida. Se trata pues no de imponer a la fuerza una escritura simbdlica, sino
de permitir que en la medida que aumente la comprension conceptual del niUmero, también mejore la
forma como éste se representa por escrito, y viceversa, que en la medida que se disponga de formas
mas potentes de representacion simbdlica, entonces se tengan mejores herramientas para su
comprension.

Finalmente, el conteo es una herramienta importante para iniciar el aprendizaje de las operaciones
basicas, sobre todo las correspondientes a la estructura aditiva. La composicion de dos o mas a
cantidades (partes) para formar una Unica cantidad (todo), o su correspondiente operacion inversa,
descomponer una cantidad dada (todo), en una o mas cantidades no necesariamente iguales (partes),
son una importante fuente de sentido y significado para la suma y la resta respectivamente. El conteo
proporciona estrategias para el tratamiento de situaciones que involucren tanto la composicion como la
descomposicion aditiva.

La composicion y descomposicion aditiva se constituyen en uno de los procesos fundamentales a través
de los cuales el alumno logra la estructuracion conceptual del nUmero. Como tal no son operaciones
matematicas, sino procesos a través de los cuales se estructura un entramado conceptual base, tanto
para el concepto de nimero, como para las operaciones aditivas (suma y sustraccion).

La descomposicion, como su nombre lo indica, consiste en la reparticion de una cantidad determinada
en dos o mas cantidades menores que ella (éstas no necesariamente tienen que ser iguales). Asi por
ejemplo, la cantidad 5 puede ser descompuestaen1ys; 2y 3;3Y2Y 4Y 1. La composicion es el proceso
inverso, esto es, a partir de dos o0 mas cantidades dadas, encontrar la cantidad total. Ambos procesos

' Simbolos graficos con los que representamos los numeros de forma escrita, que para nuestro caso, es a través de Sistema de
Numeracion Decimal.
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estan unidos al esquema basico aditivo: la relacion parte-parte-todo. Asi, en un primer momento de la
actividad intelectual del alumno, la composicion y la descomposicion aditiva estan ligadas al conteo, y a
través de éste, se genera una serie de estrategias que evolucionan en la medida que se desarrolle el
concepto de numero y de las operaciones suma y resta.

Técnicas de conteo: La composicion

Como se indico antes el proceso de la composicion se da unido a la evolucion de los esquemas de
conteo. Esto es, las distintas estrategias a través de las cuales el nifio soluciona las tareas de
composicion estan determinadas por el nivel de abstraccion que él haya alcanzado en los esquemas de
conteo. Asi se pueden distinguir las siguientes estrategias basicas de conteo en este tipo de actividades:

Conteo uno a uno: en esta estrategia el nifio, ante la exigencia de totalizar dos cantidades dadas, cuenta
uno a uno los elementos de ambas colecciones, determinando que la Ultima palabra numero
pronunciada es el resultado de la totalizacion pedida. Podria decirse que el nifio que realiza este tipo de
estrategia esta en una etapa en la que no logra representarse una cantidad como un todo a partir del
cual se puede reiniciar un nuevo conteo. Por esta razon para hallar el total debe contar uno a uno ambas
cantidades.

Completar a partir de una de las cantidades dadas: en esta estrategia el nifio toma como base una de las
cantidades dadas y realiza un conteo completando la segunda cantidad a partir de la primera. Este
conteo completando exige al nifio el realizar un doble conteo: uno que le permitira determinar el
resultado final y el otro, que le dice cuando parar el primer conteo. Asi por ejemplo, para determinar

cuanto se completa al juntar dos colecciones de 4 y 5 caramelos el nifio puede completar un conteo de
cinco unidades a partir de 4, diciendo por ejemplo 5, 6, 7, 8, 9, en cuyo caso 5 significa uno mas, 6 dos
mas, 7 tres mas, 8 cuatro mas y g cinco mas, y por lo tanto g es el resultado.

4 5 6 7 8 9 Conteo uno: Permite hallar el
resultado.

uno dos tres cuatro cinco Conteo dos: Permite determinar
mas  mis mds mis mas cyando parar el conteo uno.




Como puede notarse en el grafico, el nifo parara de contar cuando haya completado cinco items en el
conteo 2. Ahora bien, segin como se realice el segundo conteo se pueden tener diferentes niveles de
abstraccion, que van desde la necesidad de tener los cinco objetos para contarlos (conteo perceptual),
pasando por la posibilidad de representarlos figuralmente, hasta que pueda ser llevado en la mente
como items de conteo abstracto.

Totalizacion sin realizar el conteo: en este caso el nifio logra realizar la totalizacion sin necesidad de
recurrir al conteo. Esto quiere decir que el nifio ya ha interiorizado dicha descomposicion como un
hecho numérico, al cual puede recurrir cada vez que lo necesite.

Es de destacar que las anteriores estrategias no representan una estructuracion jerarquica y creciente
en el proceso de abstraccion de la composicion, sino que el nifio, en funcion del contexto de la tarea, y
del rango numérico de la misma, desarrollard una u otra. Esto es, se pueden encontrar nifios que frente

a una tarea procedan de una determinada forma, y en otra tarea lo hagan desarrollando estrategias de
otro orden.

Técnicas de conteo: La descomposicion

En la medida que el nifio avanza en el trabajo de la composicion, se le deben proponer actividades
tendientes a la descomposicion, la cual es su operacion inversa. Por tal razon si la composicion genera la
suma, esta generara la resta.

La descomposicion se da en actividades en las cuales a partir de una cantidad dada se deben hallar dos
o mas cantidades (no necesariamente iguales) tales que al juntarlas completen la cantidad dada. La
descomposicion se basa en la composicion, y en la medida que el alumno construye estrategias para la
composicion de dos cantidades, también podra desarrollar estrategias para la realizacion de la
descomposicion.

S

l i i l l Conteo descendente: Permite
9 8 7 6 5 4 hallar el resultado

uno dos tres cuatro cinco
menos menos menos menos menos

Conteo ascendente: Permite
determinar cuando parar el
conteo descendente

Para que desde la descomposicion se pueda generar la resta, se debe proponer actividades en las cuales
el nino dada una cantidad y una de las partes deba hallar el otro, o actividades de sustraer una cantidad
de otra. Las estrategias que el nifio desarrolla para solucionar estas tareas son similares a las descritas
anteriormente para la composicion, en tanto que pueden ser de tipo perceptual, cuando el nifio
necesita de realizar la actividad fisica, de realizar la sustraccion o el completar. En el caso de que el nifio
se pueda representar las cantidades a operar, puede ser que la tarea sea solucionada a partir de
completar, en cuyo caso se trata de una composicion, o puede ser que se realice la sustraccion a través
de un conteo descendente que determina el resultado final y un conteo ascendente interno que




determina cuando parar el conteo descendente. Por Ultimo, puede ser que el nifio realice la operacion
sin necesidad de recurrir al conteo.

La descomposicion es una herramienta muy Util cuando el nifio se ve enfrentado a realizar la suma de
dos o mas cantidades. Por ejemplo para sumar 4 y 3 puede descomponer el 4 en 3y 1, por lo que su
suma se transforma en 3 + 3 + 1, la cual es mas facil de realizar. Igualmente sucede si se trata de
cantidades de rangos mas altos. En estos casos la herramienta economiza célculos.

Técnicas de conteo: los conteos de unidades multiples

Otro tipo de conteos de suma importancia, son aquellos en los que la unidad de conteo no es la unidad
(1): se trata de los conteos de dos en dos, de tres en tres, etc. Estos conteos permiten desarrollar
estrategias mas eficientes para resolver situaciones aditivas (sumas o restas) que involucren nUmeros
grandes, y sobre todo, porque sirven de base para iniciar aprendizajes relacionados con situaciones
multiplicativas (multiplicaciones o divisiones).

De especial importancia son los conteos de cinco en cinco y de diez en diez. Estos conteos, son claves
para una buena comprension del Sistema de Numeracion Decimal, y para desarrollar estrategias de
calculo mental eficientes.

En estos casos, cuando el conteo se puede hacer ya no solo de uno en uno, sino de dos en dos, tres en
tres, etc., y ademas, de forma ascendente y descendente, entonces, se dispone de una herramienta
importante para iniciar la comprension de la multiplicacion y la division.

3. COMPRENSION DEL SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL

El Sistema de Numeracion Decimal es ante todo un sistema simbdlico para la representacion escrita de
los numeros. Pero contrario a lo que pueden pensar muchas personas, su aprendizaje no es cuestion
s6lo de memoria, sino que requiere de la estructuracion de una serie de reglas logicas y relaciones, que
constituyen el entramado conceptual de éste. Por esta razon, es muy comun encontrarse con que las
personas utilizan el Sistema de Numeracion Decimal de manera mecanica pero no comprenden por qué
funciona. Esta situacion se hace mas evidente en los algoritmos convencionales, en los cuales, la ldgica
que los sustenta descansa fundamentalmente en el Sistema de Numeracion Decimal.

El Sistema de Numeracion Decimal (SND), es un sistema posicional, multiplicativo y de base 10.

Que sea posicional, significa que las cifras que se escriben en el numeral, tienen un valor segun el lugar
ocupado en el mismo. Asi, por ejemplo, en el nimero 4745, el cuatro de la izquierda no tiene el mismo valor
que el cuatro de la derecha. El primero significa 4x10°, esto es, 4 veces 1000, lo cual es equivalente a 4000,
mientras que el otro cuatro significa 4x10", es decir 4 veces 10, lo cual es equivalente a 40.

El ser multiplicativo queda expresado en el hecho de que el valor relativo de una determinada cifra es
calculado a partir de la multiplicacion de la cifra por alguno de los factores 10°, 10", 10, 10% etc., sequn el lugar
ocupado por la cifra. De esta manera, el valor total expresado en el numeral, queda determinado por la suma
de los valores relativos de cada una de las cifras que lo componen.

En cuanto al cardcter decimal, se tiene que su base es 10 y por ende maneja 10 simbolos para expresar
cantidades. Ademas, realiza agrupaciones de 10 y en consecuencia, se constituye de las unidades de orden
10° denotadas como unidades, las unidades de orden 10" denotadas como decenas, etc. Estas agrupaciones
se establecen en orden creciente e inclusivo: cada una de ellas se conforma de unidades de las del orden
inmediatamente anterior. De esta forma se establece una regla de equivalencia que las relaciona entre si:
toda unidad es 10 veces la unidad de orden inmediatamente anterior y la décima parte de la unidad
inmediatamente superior. Este proceso de equivalencia es de gran importancia en el desarrollo del calculo
mental ya que permite la composicion o descomposicion de un numero en las diferentes unidades del
sistema. No debe confundirse dicho proceso con la identificacion del valor de posicion de una cifra.




Por ejemplo, una cosa es que en el niUmero 150, en el lugar de las cifras de las decenas halla un cinco, y otra
cosa es ver que ese numero tiene en total 15 decenas (y no cinco como comUnmente responden los alumnos).
Los dos aprendizajes son necesarios, es decir, los alumnos tienen que comprender el valor de posicion de las
cifras, pero también deben comprender las equivalencias de la cantidad expresada en las distintas unidades
del sistema. Esta comprension permite generar multiples estrategias de calculos no convencionales, los
cuales como se ha insistido ampliamente, son muy importantes para desarrolla en pensamiento matematico,
y como se mostrara, mas adelante, es una comprension clave para la comprension de los algoritmos
convencionales.

Adicionalmente, el Sistema de Numeracion Decimal, esta en estrecha relacion con dos aspectos del
aprendizaje de los numeros muy importantes: Los algoritmos de las operaciones basicas, y el
aprendizaje de las palabras numero.
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Los algoritmos para las operaciones basicas y el SND

El aprendizaje de las operaciones basicas se fundamenta en las propiedades basicas del Sistema de
Numeracion Decimal: las composiciones, las descomposiciones y las equivalencias en las unidades del
sistema, y el valor de posicion. Por ejemplo, si un alumno que nacié en 1993 debe calcular su edad en el
ano 2001, entonces debe restar de 2001, 1993, la cual se sabe es bien dificil de realizar a partir del
algoritmo convencional. Pero si los alumnos estan acostumbrados a pensar en términos del Sistema de
Numeracion Decimal, entonces pueden ver, el 2001 como 2000+1 (0 también, 2x1000+1) y el 1993




COMO 1000+900+90+3 (0 también, 1x1000+9x100+9x10+3x1). Esta lectura del nUmero le permite, por
ejemplo, escribir,

2000 +1
menos,

1000+900+90+3,

y por tanto realizar la resta de izquierda a derecha, incluso mentalmente, por ejemplo, a través de una
secuencia de operaciones como la siguiente: 2000-1000=1000; 1000-900=100; 100-90=10; 10-3=7 Y
7+1=8. Notese que es un procedimiento no convencional, pero que manifiesta una muy buena
comprension de los nimeros. Este tipo de procedimientos, a todas luces son preferibles a la aplicacion
mecanica de algoritmos, en los cuales un alumno puede obtener como respuesta 1002, y no inmutarse
por el resultado.

Un aspecto central seria entonces como llevar al alumno desde esas descomposiciones particulares en
las unidades del sistema, y de los algoritmos particulares que se han inventado sobre dichas
descomposiciones, a la comprension y significacion de las reglas de los algoritmos convencionales.
Fundamentalmente los algoritmos expresan una economia de pensamiento. Por eso sintetizan una
gran variedad de conceptos, y en eso radica su importancia. Lo importante es que su aprendizaje se
base sobre lo que el alumno ya sabe hacer, y no como una imposicion que haga desechar la
comprension ganada.

Las palabras nimero y el SND

El aprendizaje de las palabras numero esta estrecha relacion con el Sistema de Numeracion Decimal en
tanto que éstas, si bien tienen cierta regularidad con respecto a la ldgica de la escritura de lo numerales
en el sistema, en algunos momentos rompen con la misma. Por ejemplo, para los nimeros entre oy 9,
cada nuevo numero se obtiene al agregar una unidad al numero inmediatamente anterior. Para cada
uno de estos nUmeros hay un determinado simbolo, y por supuesto una palabra nimero distinta. A
partir del 10 se inicia la repeticion de los diez simbolos iniciales, pero los nombres son palabras nuevas.
Para los nUmeros 11, 12, 13, 14 Yy 15 aunque son diez y uno, diez y dos, etc., sus nombres son palabras
nuevas que no corresponde a la ldgica de su construccion. Desde el 16 hasta el 19, los nombres de los
numeros y la manera como se estructuran en el Sistema de Numeracion Decimal son idénticas: diez y
seis, diez y siete, etc. En el 20 se rompe nuevamente la reqularidad entre las palabras nimero y el
Sistema de Numeracion Decimal, la cual se recupera entre el 21 y el 29. A partir de alli se rompe la
secuencia solo en las decenas completas. Este hecho del rompimiento de ambas estructuras es factor
de dificultad en el proceso de aprendizaje de la numeracion.

Teniendo en cuenta esta estructura y sus correspondientes relaciones, el Sistema de Numeracion
Decimal, brinda ventajas en cuanto a:

¢ Laeconomia de simbolos utilizados en la representacion de cantidades por grandes que estas sean.

La capacidad de escribir numerales de forma clara y sin lugar a duda de confundir tal expresion con otra.
La facilidad para realizar calculos escritos pues se establecen reagrupaciones en los drdenes que se
requieran.

La estructura del sistema de numeracion es la base de otros sistemas como el sistema métrico decimal.

o Esuniversal pues es referente en casi todas las culturas.

En sintesis, las unidades del sistema son potencias de 10. Se relacionan entre si a partir de la regla ser
diez veces... o la décima parte de .... El valor de cada cifra en el numeral queda determinado por su
posicion en el mismo. Su comprension es necesaria para el desarrollo del calculo mental y de los
algoritmos (convencionales o no) de las operaciones basicas. Su aprendizaje esta en estrecha relacion
con el aprendizaje de las palabras nUmero, tanto por las simetrias entre ambos sistemas, como por las
rupturas de uno a otro.




4. LA COMPRENSION DE LAS RELACIONES Y LAS OPERACIONES

Las relaciones de equivalencia y de orden
La relacion de equivalencia

En el trabajo escolar, el signo igual se presenta al menos con dos significados: como operador y como
relacion de equivalencia. Uno de ellos, el sequndo, es desatendido en la mayoria de propuestas de aula.
El signo igual es entendido como un operador cuando éste expresa el resultado de realizar una
determinada operacion, por ejemplo en 5+ 3 =8. Aqui el simbolo “igual” significa 8 es el resultado de
sumar 5y 3. O dicho de otra forma, el signo igual expresa que enseguida de él se debe escribir el
resultado de expresar la operacion, el cual, por supuesto, debe ser otro numero. El otro sentido,
igualmente importante, es la igualdad como relacion de equivalencia (es decir en el sentido matematico
de relacion de equivalencia). En este caso, el signo igual expresa que las expresiones a cada lado de la
igualdad son la una equivalente a la otra, y por tanto, pueden ser sustituidas una a la otra cuando sea
necesario. Este sentido, necesario para el trabajo algebraico, debe ser iniciado desde los primeros afios

de la escolaridad, y de esta forma tener bases sdlidas para su comprension en el contexto del desarrollo
del pensamiento variacion.

La igualdad como relacion de equivalencia tiene las siguientes propiedades:

Reflexiva: A=A
Simétrica: SI A=B entonces B=A
Transitiva: SiA=B yB=C entoncesA=C

Ademas, con las operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion y division) cumple la llamada
propiedad de uniformidad:

Ley uniforme: SiA=B entonces A*C=B*C

Pero surge una pregunta, ¢como lograr una estructura de trabajo en el aula que favorezca la
comprension de ambos sentidos de la igualdad?. Una opcidn es, en primer lugar, las actividades
propuestas deben favorecer la reflexion sobre sus diferentes propiedades, y en sequndo lugar, a través
de la relacion que establece la propiedad uniforme con las diferentes operaciones, favorecer el trabajo
con las composiciones y descomposiciones aditivas y multiplicativas.

Asi por ejemplo, a través de un juego como el parqués, se puede analizar las diferentes posibilidades de
obtener 6 utilizando los dos dados.

Se obtiene por tanto una secuencia como la siguiente:

5+1; 4+2;3+3; 4+2y 5+1

a partir de los cuales se puede llegar a establecer que 5+1 es equivalente con 4+2 no tanto por el hecho
de que ambas sumas tienen el mismo resultado, sino fundamentalmente, porque uno de los sumandos
(el 5) ha disminuido en una unidad, y el otro, (el 1) ha aumentado esa misma unidad. Asi pues, para que
se pueda reflexionar sobre el significado del signo igual como relacion de equivalencia se deben
proponer actividades en las que el control de la misma, es decir, el establecimiento de la equivalencia
no descanse Unicamente en la solucion de la operacion indicada, sino que se deben propiciar reflexiones
sobre las reqularidades subyacentes en los procesos de variacion numérica.

Adicionalmente, a partir del analisis de las reqularidades numéricas presentes en los procesos de
variacion, se pueden conceptualizar las propiedades de la igualdad como relacién de equivalencia,
fundamentalmente la propiedad transitiva, la cual es la menos intuitiva de las tres.
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El sentido y significado del signo igual trabajado desde esta perspectiva, presenta relaciones
importantes con respecto al pensamiento numérico y el variacional. Con respecto al pensamiento
numeérico se tiene la relacion entre las operaciones y la relacion de equivalencia, una ampliacion del
sentido del concepto de ndmero y una ampliacién del significado mismo de las operaciones™.

Con respecto al pensamiento variacional se tiene el inicio de un proceso de conceptualizacion de la
relacion de equivalencia, el reconocimiento de invariantes a través del estudio de procesos de variacion,
y por esta via, se inicia el proceso de conceptualizar la nocidn de variable.

La relacion de orden

"

Aunque en la escuela se hable de dos relaciones de orden: las relaciones “mayor que” (>) y “menor que
(<), en el sentido estricto de la palabra basta trabajar una de ellas. De hecho, desde el punto de vista
formal solo se define la relacion “mayor que” (). Asi, seria mucho mas conveniente iniciar el trabajo con
la relacion “mayor que”, y luego, mostrar, que el otro simbolo, (<), es una manera distinta de expresar la
misma relacion entre los nUmeros, solo que en esta ocasion, el menor se escribe de primero. A pesar de
decir que A > B, tiene un sentido equivalente a decir B < A, para los alumnos esta equivalencia en los
sentidos de ambas expresiones no es transparente. La distincion “mayor que”, “menor que”, es mas
pedagdgica que matematica, y puede ser la fuente de las dificultades de los alumnos, no para
determinar cuando un nUmero es mayor o menor que otro, sino para la utilizacion de los dos simbolos.
En este sentido, un trabajo de manera simultanea en ambas relaciones puede aumentar las
confusiones, y en contraste, una fuerte significacion de la una, y sobre esa base, estudiar la otra puede
ayudar a su reconocer sus diferencias y similitudes. La relacion de orden, asi como la relacion de
equivalencia, tiene sus propiedades mateméticas™:

Anti-reflexiva: A no es mayor que A
Anti-simétrica: Sean Ay B dos nUmeros cualesquiera, siA>ByB> A,
entoncesA=B
Tricotomica: Sean Ay B dos nUmeros cualesquiera, entonces solo una de las tres situaciones se

puede presentar: A>B, 6 A<B,60A=B

Transitiva: Si A>B y B>C entonces A>C

17 En sentido, y siguiendo el concepto de sistema propuesto por el Dr. Carlos Eduardo Vasco en la renovacion curricular, se
establece que los nUmeros, las relaciones y las operaciones tienen vinculos muy estrechos en tanto de las operaciones permiten la
construccion de nuevos objetos en el sistemas (esto es, nUmeros) y las relaciones permiten la construccion de proposiciones sobre
los objetos y sus operaciones. De esta manera se logra ampliar el concepto de nimero, trascendiendo la idea clasica de que un
nUmero es una coleccion de objetos, y se muestra que un nUmero esta en relacion con las operaciones que se pueden realizar con
ellos (cinco no solo es una coleccion de 5 objetos, sino 4+1, 3+2, etc.). lgualmente las propiedades de la relacién de equivalencia se
veran como afirmaciones sobre los nimeros, los cuales tienen caracter de generalidad (son validas para cualquier nUmero), es decir,
las propiedades son proposiciones.

18 La comprension de estas propiedades, sobre todo la anti-simétrica, es bastante dificil para los alumnos. Esto sobre todo porque
los alumnos, al pensar en dos ndmeros, de hecho al ser dos, son diferentes, y por tanto, uno es mayor que el otro, y por supuesto,
no hay ninguna posibilidad que de manera simultanea ese mismo ndmero también sea menor que el otro, luego entonces, ;como
pueden llegar a ser iguales?. Esta es una comprension que solo puede darse desde la formalidad de la teoria. Por tanto, habria
necesidad de pensar estrategias, o incluso alternativas de formulacién de estas propiedades de tal forma que se hagan mas
intuitivas para los alumnos. Por ejemplo, el Dr. Vasco, propone formulaciones como las siguientes para las propiedades anti-
simétricas y tricotomica:

Anti-simétrica: Si uno escoge un numero al azary lo llama A, y hace lo mismo pero al nUmero que salga lo llama B y ademas los dos
numeros son distintos, entonces si B es mayor que A, B nunca es mayor que A.

Tricotdmica: Si uno escoge un nimero al azary lo llama A, y hace lo mismo pero al nUmero que salga lo llama B, entonces siempre
sucede una de tres cosas: 0 B esigual a A, 0 B es mayor que A, o B es B es menor que A.
Particularmente, una formulacion tal de la propiedad anti-simétrica, si bien es mas intuitiva, debilita su significado.




Ahora bien, la relacion de orden, en un primer momento de su conceptualizacion esta unida al orden de
la secuencia de palabras numero, asi por ejemplo, 5 es mayor que 3 porque 5 esta después de 3 en la
secuencia (aqui el orden de la secuencia no es pensado tanto el sentido de la secuencia verbal, sino, en
el sentido de la organizacion espacial de los nUmeros a través de una recta numérica). Para que la
relacion esté constituida como tal, se debe llegar a establecer que un nUmero es mayor que otro porque
hay una determinada cantidad de unidades de diferencia entre el mayor y el menor. En este proceso de
cuantificacion de la diferencia, las operaciones “uno mas” y “uno menos”; “dos mas” y “dos menos”;
etc., son fundamentales.

Vale la pena anotar que en el preescolar, se trabaja con la operacion “el siguiente de”, o “el anterior a”,
pero ambas relaciones quedan unidas, a la secuencia verbal de las palabras nimero, lo cual trae una

fuente adicional de dificultades: 5 es mayor que 3 no porque se pronuncie después del 3 en la secuencia
verbal, pues si la secuencia se pronuncia en orden descendente, se llegaria a la conclusion contraria. 5 es
mayor que 3 porque espacialmente queda después del tres, pero sobre todo, porque tiene dos unidades
mas que el 3. Si este trabajo se hace unido a los operadores “uno mas” o “uno menos”, entonces se
prepara de manera clara el camino para la conceptualizacion de las relaciones de orden en el sentido
anterior, y de las composiciones descomposiciones basicas.

La comprensién de las operaciones™

Tradicionalmente al aprendizaje de las cuatro operaciones basicas se destina una buena parte de los
cuatro primeros afios de la educacidon basica. Pero ademas, este aprendizaje practicamente esta
reducido al aprendizaje de los algoritmos convencionales y a la aplicacion de estos algoritmos a la
solucidn de problemas tipicos, clasificados segun la operacion que se esté estudiando en el momento.

El trabajo asi realizado no permite a los alumnos desarrollar habilidades y destrezas en el calculo
mental, en la comprension y la solucion de problemas, en la comprension misma del sentido y
significado de las operaciones.

Por ejemplo, los alumnos ante un la solucion de problema generalmente le preguntan al maestro(a) ‘;la
operacion que hay que hacer es una suma o una resta?’. Una vez que el alumno obtiene la respuesta
resuelve correctamente el problema. Este tipo de situaciones pone en evidencia que los alumnos no
comprenden el sentido y significado de las operaciones sumar y restar, quizas tan solo saben los
algoritmos convencionales para calcular los resultados. Es mas, situandose en una posicion extrema se

podria decir que estos alumnos, no saben las operaciones sumar o restar, tan solo saben un método
para calcular los resultados de hacer estas operaciones: los algoritmos convencionales.

Operary calcular

Como se esbozo antes, el trabajo escolar se centra en la ensefianza de los algoritmos de las cuatro
operaciones basicas. Constance Kamii, en su libro, Reinventando la aritmética Ill, postula que este
énfasis en la ensefanza de los algoritmos, perjudica, antes que beneficiar, el desarrollo del pensamiento
matematico de los nifios. Esto en tanto que la utilizacion de los algoritmos convencionales desde los
primeros anos de la educacion basica inhibe que los nifios inventen sus propias formas de realizar los
calculos relativos a las operaciones que deba realizar, y por tanto, genera una excesiva confianza en los
resultados que obtiene a través de ellos, y asi al obtener resultados erréneos no tiene ninguna
herramienta adicional para estimar la viabilidad de su resultado, que la aprobacién de su profesor. Esto
claramente atenta contra la autonomia intelectual de los alumnos.

1% Esta seccidn sirvié como base para el documento Generalizacién y Conceptualizacién: El Caso de las Estructuras Aditivas.
Publicado en Cuadernos Pedagdgicos. Nro. 16. P 75-90. Universidad de Antioquia. Facultad de Educacion. 2001.




De otra parte, como se describid antes, la comprension de las reglas del funcionamiento de los
algoritmos basicos se fundamenta sobre la comprension de las reglas de sistema de numeracion
decimal, las cuales, para los nifios antes de cuarto o quinto grado, estan lejos de sus posibilidades de
comprension. Quizas sea esta la razdn por la cual los maestros se ven en la necesidad de emplear tanto
tiempo y esfuerzo para ensefiar unos procesos algoritmicos, que el estudiante, en el mejor de los casos,
termina mecanizando sin ninguna comprension, y que finalmente termina confundiendo y olvidando
con suma facilidad.

Se hace pues, necesaria la distincion entre la operacion y el clculo. La operacion comporta ante todo el
aspecto conceptual ligado a la comprension del sentido y significado matematico y practico de las
operaciones; mientras que por su parte el calculo estd ligado a las distintas maneras que pueden existir
para encontrar un resultado, entre las cuales se pueden destacar: los algoritmos convencionales y los no
convencionales, el calculo mental, la utilizacién de una calculadora, de un abaco, etc.

Asi, el trabajo en la escuela debe iniciar por el estudio de las operaciones (no de los algoritmos),
apoyado sobre formas de calculo no convencionales (tales como las inventadas por los propios
alumnos, o a través de abacos, calculadoras, etc.), para desde estas estrategias particulares,
fundamentar el aprendizaje de los algoritmos convencionales, sobre la base de una buena comprension
de los numeros, las operaciones y el sistema de numeracion decimal. Asi, loas algoritmos estaran en la
escuela no como la Unica manera de calcular, sino como una forma entre otras, eficiente en uno casos
(por ejemplo, para hacer calculos con nUmeros muy grandes) innecesarios en otros (por ejemplo,
cuando se trabaja con nUmeros pequefios, 0 con nUmeros sequidos de ceros, tales como 3500+2000)°.

En el documento del MEN sobre los lineamientos curriculares en matematicas (1988), se expresa lo
siguiente a propdsito de la comprension de las operaciones:

Los aspectos basicos que segun varios investigadores (por ejemplo, NTCM, 1989; Dickson,
1991; Rico, 1987; McIntosh, 1992) se pueden tener en cuenta para construir el significado
de las operaciones y que pueden dar pautas para orientar el aprendizaje de cada operacion
tiene que ver con:

Reconocer el significado de la operacion en situaciones concretas, de las cuales emergen;
Reconocer los modelos mas usuales y practicos de las operaciones;

Comprender las propiedades matematicas de las operaciones;

Reconocer el efecto de cada operacion y las relaciones entre operaciones.

En el proceso de aprendizaje de cada operacion hay que partir de las distintas acciones y
transformaciones que se realizan en los diferentes contextos numéricos y diferenciar
aquellos que tienen rasgos comunes, que luego permitan ser consideradas bajo un mismo
concepto operatorio. Por ejemplo, las acciones mas comunes que dan lugar a conceptos
de adicion y sustraccion son agregar y desagregar, reunir y separar, acciones que trabajan
simultdneamente con la idea de ndmero.

Al destacar los aspectos cuantitativos de las acciones en donde el nifio describe las causas,
etapas y efectos de una determinada accion, en una segunda etapa esta abstrayendo las
diferentes relaciones y transformaciones que ocurren en los contextos numéricos haciendo
uso de diversos esquemas o ilustraciones con los cuales se esta dando un paso hacia la
expresion de las operaciones a través de modelos.

MEN, 1998

| a NCTM, en sus Standares 2000, plantean que no tiene sentido utilizar los algoritmos convencionales, por ejemplo el de la suma,
para sumar cantidades tales como 8+5, 0 50+20. En estos casos se debe promover estrategias de calculo, como el calculo mental.
Pero esto no es posible de lograr, si lo primero que se le ensefia al nifio sobre la suma, es el algoritmo convencional.




Sentido de nUmero y estimacion

A través del célculo mental desde esta perspectiva, se pueden explorar las distintas propiedades de las
operaciones, el sentido y significado de las reglas bajo las cuales operan los célculos abreviados, por
ejemplo, las reglas para multiplicar por 10, 100, 1000, etc., también desde el calculo mental se puede
estimular formas particulares de hacer los calculos.

Ademas, es importante resaltar que el calculo mental no solo se desarrolla cuando se opera en la
mente. También se hace calculo mental con la ayuda instrumentos como el lapiz y el papel, o la
calculadora. En este sentido mas general, el calculo mental hace referencia a todas aquellas situaciones
en las que los alumnos tengan que hacer uso de los recursos del intelecto para solucionar una
determinada situacion problema y en la que pueden utilizar multiples estrategias, procedimientos y
herramientas.

Con los aprendizajes basicos de los primeros afios de escolaridad no termina el desarrollo del sentido
numérico. Este se hard mas profundo en la medida que se disponga de nuevas herramientas
matematicas para pensar y representarse mas significativamente los numeros.

Por ejemplo, los nifios muy pronto aprenden que los nUmeros naturales son infinitos, lo cual significa
una multitud de cosas para ellos: que son muchos, que no tienen fin, que siempre habra uno mas grande
que otro cualquiera dado, etc. ¢pero, todas estas ideas expresan el mismo sentido de numero?
Claramente no. Cada idea expresa un nivel de pensamiento distinto. Mas aun, cuando los alumnos
puedan pensar las implicaciones matematicas™ que tiene el hecho de que los distintos conjuntos
numeéricos sean infinitos, tendran una nueva perspectiva para pensar el nUmero. Obviamente estas
conceptualizaciones relacionadas con la infinitud de los distintos conjuntos numéricos no pueden ser
pensadas con éxito por los alumnos de los primeros afios de la educacion basica.

Con respecto a la estimacion vale la resaltar que es un aspecto muy poco tratado en nuestro curriculo.
Prueba de ello son los bajos resultados obtenidos en la evaluacion TIMSS en este aspecto. La
estimacion implica un pensamiento flexible y un buen conocimiento de los nUmeros, sus operaciones,
sus propiedades, y sus relaciones. Sowder, 1992, plantea que existen tres procesos claves que
caracterizan los buenos estimadores:

La reformulacion: es el proceso de alterar datos numéricos para producir un forma mas
manejable mentalmente pero dejando la estructura del problema intacta.

La traslacion: se cambia la estructura matematica del problema a otra mentalmente mas
manejable.

La compensacion: se realizan ajusten que reflejan las variaciones numéricas resultado de la
reformulacion o traslacion realizada.

los buenos estimadores son individuos que tienen la habilidad de usar los tres procesos,
tienen un buen conocimiento de hechos basicos numéricos, valor de posicion, y las
propiedades aritméticas; son habiles en el calculo mental; son conscientes y tolerantes del
error; y pueden usar una gran variedad de estrategias y cambian facilmente de estrategias.
Sowder, 1992

La estimacion se constituye entonces en una herramienta de calculo potente, sobre todo en aquellas
situaciones en las que no se necesita un resultado exacto. La estimacion también nos permite
determinar lo razonable de un calculo determinado.

! Por ejemplo poder comprender que hay tantos nUmeros naturales como nUmeros pares, es decir que el conjunto de todos los
numeros naturales tiene la misma cantidad de elementos que el conjunto de todos los nimeros pares. O que existen tantos
nUmeros naturales como enteros.




Trascender los nUmeros naturales

El aprendizaje del concepto de nimero no se agota con los aspectos relativos al concepto del nUmero
natural, y por ende se extiende, al menos, a lo largo de toda la educacién basica. En el curriculo se
pueden identificar, segmentos dedicados al estudio de los diferentes sistemas numéricos, los cuales se
encuentran separados en el tiempo de acuerdo a niveles crecientes de complejidad logica formal. Pero
a pesar de este trabajo diferenciado, los niveles de conceptualizacion que se alcanzan son muy pobres,
lo cual pone en evidencia que realmente los alumnos no logran trascender un nivel de pensamiento
matematico mas alla de los nimeros naturales™.

Trascender los nUmeros naturales debe entenderse en el sentido de la necesidad de proveer a los
estudiantes de un conjunto amplio y complejo de situaciones a través de los cuales pueda realizar las
comprensiones conceptuales relativas a los otros sistemas numéricos, fundamentalmente los enteros,
los racionales y los reales. Si bien es cierto que el estudio formal de algunos de estos sistemas solo
puede darse hacia los Ultimos afos de la educacion basica, o incluso, en la educacion media, también lo
es que existen multiples contextos y situaciones a través de las cuales los estudiante pueden desarrollar
intuiciones primarias sobre los enteros y los racionales, incluso desde el preescolar. De esta manera se
el aprendizaje del nUmero natural esta acompafiado de un trabajo que muestra la existencia de otros
sistemas numéricos preparandose asi el camino para su estudio formal en momentos posteriores.

Pero ademas, el trabajo formal en otros sistemas numeéricos diferentes a los nimeros naturales debe
ser desarrollado a partir de situaciones que permitan la construccion de los multiples sentidos y
significados de cada uno de ellos. Asi por ejemplo, el estudio de los nimeros racionales debe permitir la
construccion de los sentidos y significados relativos a medida, fracciones, razones, proporciones,
porcentajes, campo de cocientes. De igual forma, el estudio de los nUmeros enteros debe darse a partir
de situaciones que involucren las medidas relativas, y el cambio de medidas, contextos dentro de los
cuales se dan las bases fenomenoldgicas de éstos.

De esta manera se logra que el estudio de los aspectos formales de cada uno de los sistemas numeéricos,
incluidos los naturales, esté sustentado sobre una base fenomenoldgica fuente de sentido y significado
para cada uno de ellos.
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