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Estadistica

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE ESTADISTICA EN PRIMARIA

Consigna:

A continuacién induimos adgunos enunciados de problemas y gercicios que han sdo
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dllos:

1)
2)

3)
4)

5)

6)

Resudve los problemas propuestos.

Indica los conceptos y procedimientos mateméticos que Se ponen en juego en la
solucion.

Cladfica los enunciados en tres grupos seguin € grado de dificultad que les atribuyes
(facil, intermedio, dificil).

Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca méas fécil de resolver y otro mas dificil.

Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprengbles para los
adumnos de primaria? Propdn un enunciado dternaivo para agquellos gercicios que
no te parezcan suficientemente claros para los aumnos.

Conggue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en élos tipos de
problemas no incluidos en eta relacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en librosde primaria

1. Lee ede texto y completa la tabla, en tu cuaderno, con € nimero de veces que
aparece cada letra vocal. "UN SOL PARA CONOCER. UNA LUNA PARA SENTIR.
UN LIBRO PARA APRENDER. UN MUNDO PARA VIVIR"

- Representa los datos en un diagrama de barras. VOCALES | FRECUENCIA
- ¢Cuantas |etras vocdestiene d texto?

¢Qué letravoca eslamodaen € texto?

Haz otra tabla paralas consonantes y complétaa
¢Cuantas |etras son consonantes?

¢Qué |etra consonante es lamoda?

2.

representado & nimero de hermanos que
tienen los dumnos y adumnas de la case "

20

En ese diagrama de baras s ha

18

16

de 6°. (Cuéntes personas tienen un solo = i

hermano? (Y cinco hermanos? ¢Cudntos ¢ ° i

dumnosy dumnas hay en 6°? E T 1 ]

3. El gasto mensud en dectricidad de una ° 3 . : e
famlia en d dtmo afio ha ddo € Namero de hermanos
dguientes

E F M A My |J J Ag |S O N D

3.500 | 3.278 | 4.251 | 3.740 | 3.125 | 3.470 | 2.432 | 2.560 | 3.680 | 2.549 | 4.578 | 4.689
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¢Cud hasdo € gasto medio mensud? &Y € gasto medio diario?

4. La familia LOpez ha recorrido esta semana las siguientes disancias. 3 km, 4 km, 5
km, 7 km, 6 km, 10 km u 8 km. ¢/Qué media de kilébmetros diarios ha hecho?

5. Construye un diagrama de barras para cada una de estas tablas de frecuencias

Colores N° de coches Equipos Puntos
ROJO 38 LEONES 20
BLANCO 50 0S0S 35
NEGRO 26 GUEPARDOS |25
GRIS 20 GACELAS 40
AMARILLO 6
6. Este histograma representa las dturas - _
de un grupo de personas. i ]
16 | .
- (Cuéntas personas miden menos de S N ]
155 cm? &Y mésde 155 cm? % ! 1 ]
sk ]
- ¢(Cuantas personas forman € intervao i Ak B
?
de mayor dtura” N
150 155 160 165 170 175 180
7L . atura
. Los resultados, en centimetros, de la
prueba de sdto "a piesjuntos’ fueron: N° de personas
ENTRE Oy 120
167 150 190 153 120 186 130 142 [ENTRE 121y 150
181 163 146 183 171 136 184 151 [ENTRE 151y 180
149 136 146 139 142 107 167 155 [MASDE 180

Completalatablay congtruye un histograma

8. La actividad profesond de las personas de una
ciudad se ha representado en este gréfico de sectores.
A qué atividad profesond se dedica d mayor
numero de personas de esa ciudad?
S las personas que trabgan son 20.000, 8.000 y
12,000, di qué numero corresponde a cada
actividad.

9. En eda graflca edan representados los goles
marcados en d primer tiempo de un patido de
bal onmano.

¢Cud erad resultado en € minuto 5?

¢ENn qué minuto iban empatados a goles?

¢QUEé equipo iba ganando en € primer tiempo?
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Estadistica

B: Conocimientos Matematicos

1. ESTADISTICA Y SUS APLICACIONES

1.1.¢Quéeslaestadistica?
Son muchas las definiciones posbles de edtadidtica, y entre dlas hemos eegido
las dos sguientes que reflgjan bien las caracteridticas de esta ciencia:
"La estadistica estudia € comportamiento de los fenémenos Ilamados de
colectivo. Esta caracterizada por una informacion acerca de un colectivo o
universo, |o que constituye su objeto material; un modo propio de razonamiento,
el método estadistico, o que constituye su objeto formal y unas previsiones de
cara al futuro, lo que implica un ambiente de incertidumbre, que constituyen su
objeto o causa final .

La estadistica es la ciencia de los datos. Con mas precision, e objeto de la
estadistica es el razonamiento a partir de datos empiricos. La estadistica es una
disciplina cientifica autbnoma, que tiene sus métodos especificos de
razonamiento. Aunque es una ciencia matematica, no es un subcampo de la
Matematica. Aunque es una disciplina metodoldgica, no es una colecciéon de
métodos.?

1.2. Breves notas historicas

Los origenes de la edtadigtica son muy antiguos, ya que se han encontrado
pruebas de recogida de datos sobre poblacion, bienes y produccion en las civilizaciones
china (aproximadamente 1000 afios a. C.), sumeria y egipcia Incluso en la Biblia, en
libro de NUmeros aparecen referencias a recuento de los isradlitas en edad de servicio
militar. No olvidemos que precisamente fue un censo lo que motivo dd vige de Jos y
Maia a Bdén, segin d Evangelio. Los censos propiamente dichos eran ya una
inditucion € sglo 1V aC. en d imperio romano.

Sin embargo, sdlo muy recientemente la estadistica ha adquirido la categoria de
cenda En d dglo XVII surge la Aritmética politica, desde la escuda aemana de
Conring, quien impate un curso con ede titulo en la universdad de Hemsed.
Pogteriormente su discipulo Achenwall orienta su trabgo a la recogida y andiss de
datos numéricos, con fines especificos y en base a los cudes se hacen estimaciones y
conjeturas, es decir se observan ya los eementos basicos del método estaditico. Para
los aritméticos paliticos de los siglos XVII y XVIII |la esadidica era € arte de gobernar;
su funcién eralade servir de gjosy oidos d gobierno.

La proliferacion de tablas numéricas permitié observar la frecuencia de didtintos
sucesos y € descubrimiento de leyes estadigticas. Son gemplos notables los estudios de
Graunt sobre tablas de mortdidad y esperanza de vida a partir de los registros
estadisticos de Londres desde 1592 a 1603, o los de Haley entre 1687 y 1691 para
resolver € problema de las rentas vitdicias en las compafiias de seguros. En @ sglo

L Cabrig, S. (1994). Filosofia de la estadistica. Servicio de Publicaciones de la Universidad de Valencia
2 Moore, D. S. (1991). Teaching Statistics as a respectable subject. En F. Gordon y S. Gordon (eds.),
Statistics for the Twenty-First Century, (pp. 14-25). Mathematical Association of America.
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XIX se descubren las leyes de los grandes nimeros con Bernouilli y Poisson.

Otro problema que recibe gran aencion por pate de los mateméticos de su
tiempo, como Euler, Smpson, Lagrange, Laplace, Legendre y Gauss es € dd guste de
curvas a los datos. La edadigica logra con estos descubrimientos una relevancia
cientifica creciente, sendo reconocida por la British Association for the Advancement
of Science, como una seccidon en 1834, naciendo asi la Royd Statisticd Society. En €
momento de su fundacion se definid la estadistica como "conjunto de hechos, en
relacion con el hombre, susceptibles de ser expresados & nimeros, y lo suficiente
numer 0sos para ser representados por leyes'.

Se crearon poco a poco sociedades estaditticas y oficinas estadisticas para
organizar la recogida de datos estadisticos; la primera de elas se cred en Francia en
1800. Como consecuencia, fue posible comparar las estaditicas de cada pais en relacion
con los deméas, para determinar los factores determinantes del crecimiento econdmico y
comenzaron los congresos internaciondes, con d fin de homogenezar los métodos
usados. El primero de dlos fue organizado por Quetdlet en Brusdas en 1853
Pogteriormente, se decidié crear una sociedad edtadigtica internaciond, naciendo en
1885 d Ingtituto Internacional de Estadistica (I9) que, desde entonces celebra
reuniones bianuales. Su findidad especifica es conseguir uniformidad en los métodos de
recopilacion y obtencién de resultados e invitar a los gobiernos d uso correcto de la
edtadigtica en la solucion de los problemas politicos y socides. En la actudidad € 19
cuenta con 5 secciones, una de las cudes, la IASE, fundada en 1991, se dedica a la
promocion dela Educacion Etadigtica.

1.3. Panorama actual

Aunque es dificil dividir la estadigtica en partes separadas, una divisén clasica
hasta hace unos afios ha sdo diginguir entre estadistica descriptiva y estadistica
inferencial.

La estadistica descriptiva tiene como fin presentar resimenes de un conjunto de
datos y poner de manifiesto sus caracterigticas, mediante representaciones graficas. Los
datos se usan para fines comparativos, y no se usan principios de probabilided. El
interés se centra en describir & conjunto de datos y no se plantea d extender las
conclusiones a otros datos diferentes o a una poblacion.

La inferencia estadistica, por € contrario, estudia los resimenes de datos con
referencia a un modelo de tipo probabilistico. Se supone que & conjunto de datos
andizados es una muestra de una poblacion y d interés principd es predecir d
comportamiento de la poblacion, a partir de |los resultados de la muestra.

Las capacidades de cdculo y representacion gréfica de los ordenadores actuales
permiten la obtencién de una amplia variedad de gréficos y cdculos estadisticos de una
forma sencilla y han hecho posble la aparicién de una nueva filosofia en los estudios
edadisticos € analisis exploratorio de datos, introducido por Tukey. Es una
perspectiva intermedia entre la edtadistica descriptiva y la inferencia y se da un papd
importante a la visudizacion por medio de diferentes graficos.

1.4. Estudios estadisticos

La estadigtica se ocupa del disefio de estudios en los que sea necesario la
recogida de datos, € andisis de estos datos, y la prediccion o toma de decisiones a partir
de los resultados.

El dguiente gercicio muestra un gemplo de los tipos de predicciones que
podemos hacer usando la estadistica.
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Estadistica

Ejercicios

1. Setoma una cga con 100 bolas blancas y € profesor sustituye r de ellas por bolas negras sin
gue los dumnos vean cuantas ha sustituido. Por turno cada uno de los aumnos con los ojos
cerrados toma 10 bolas de la cgjay rellenalaficha siguente:

Nombre------------

NUmero de bolas negras en la muestra

Porcentaje de bolas negras en la muestra

Estimacion del nimero de bolas negras en la cgja

2. El profesor en la pizarra completa con ayuda de los aumnos d siguiente gréfico de puntos.
Se coloca un punto encima del valor del nimero de bolas negras en la muestra de 10, para cada
uno de los aumnos.

NUmero de bolas negras en la muestra de 10 bolas

012345678910

3. #Cud serala mgor estimacion del porcentgje de bolas negras en una muestra tipica de 10
bolas? ¢Cud sera la mejor estimacion del numero de bolas negras en la caja? Finamente se
comprueba la fiabilidad de la estimacion contando |as bolas negras en la caja.

2. VARIABLES ESTADISTICAS. TABLAS Y GRAFICOS

2.1. Pablacion individuosy caracteres

Proyecto 1. ¢Cémo son los alumnos de la clase?
Objetivo: Se trata de daborar un perfil de los dumnos, identificando & aumno tipico y
andizando s hay diferencias entre €l chico y la chicatipicos.
Datos. Se preparara una lista de las caracteristicas de los dumnos que queremos estudiar
analizando las diferentes formas en que podrian obtenerse los datos:
Por smple observacion: como € sexo, color de peloy 0jos, S usa o no gafas;
Se requiere una medicién: como e peso, talla o longitud de brazos extendidos,
Habria que preguntar a los alumnos; es decir redizar una pequefia encuesta: nimero de
hermanos, como viene a ingtituto; cuanto deporte practica, etc.

Los datos serdn recogidos por los propios aumnos, mediante las diversas técnicas
seflaladas. Se requerird un metro y una bascula, para tomar datos de los alumnos con un mismo
instrumento. Se prepara una ficha como la siguiente para recoger datos de cada uno de los
alumnos de la clase:

SEXO:

¢HACES DEPORTE? (Nada, poco, muchoy):

PESO (kg.):

ALTURA (cm.):

LONGITUD DE LOS BRAZOS EXTENDIDOS EN CRUZ (cm.):
NUMERO DE CALZADO:

PESETAS QUE LLEVA EN ESTE MOMENTO EN EL BOLSILLO:

Una poblacién (o universo) es € conjunto total de objetos que son de interés
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para un problema dado. Los objetos pueden ser personas, animales, productos
fabricados, etc. Cada uno de dlos recibe é nombre de elemento (o individuo) de la
poblacion.

En € proyecto 1 recogemos datos de diferentes variables para los dumnos de la
clase. Cada dumno de la clase es un elemento de la poblacion clase.

Gengamente, en un esudio estadistico, estamos interesados en andizar agun
aspecto parcid de los individuos que componen la poblacion; por gemplo, S se trata de
personas, puede que nos interese, la dtura, € peso, € color dd pdo, d sueddo mensua
gue recibe, la opinion que le merece € partido que gobierna, etc. Estos aspectos
parcides reciben € nombre de caracteres de los dementos de una poblacidn y son, por
U naurdeza, variables, de forma que en didintos individuos pueden tomar vaores o
modalidades diferentes. Las variables de los estudios estadisticos reciben € nombre de
variables estadisticas.

Ejercicios:

4. (Cudles son las posibles modalidades de las variables recogidas en la clase, cuyos datos se
incluyen en latabla1?
5. Sugiere otras variables que podrias recoger en este proyecto y analiza sus modalidades.

2.2. Tipos de estudios estadisticos. Censosy muestras extraidas de una poblacion

El principd objetivo dd andliss estadistico es conocer dgunas de la propiedades
de la poblacion que interesa. S la poblacion es finita, d meor procedimiento sera la
ingpeccion de cada individuo (Sempre que esto sea posble). Un estudio estadistico
redizado sobre la totalidad de una poblacion se denomina censo. Como todos recordais
el dltimo censo se hallevado a cabo d afio 2001.

Sin embargo, la mayoria de los problemas de interés, implican, bien poblaciones
infinitas, o poblaciones finitas que son dificiles, costosas o imposibles de ingpeccionar.
Esto obliga a tener que seleccionar, por procedimientos adecuados, un subconjunto de n
edementos de la poblacion, que congtituyen una muestra de tamafio n, examinar la
caracteristica que interesa y después generdizar estos resultados a la poblacion. Esta
generdizacion a la poblacion se rediza por medio de la parte de la Estadistica que se
conoce con & nombre de Inferencia Estadistica. Por gemplo, € dia que se hizo la
recogida de datos de la clase, se obtuvieron datos de 60 aumnos, aunque habia en total
A dumnos matriculados. El andiss de los datos de esta muestra puede servir, Sn
embargo, para sacar conclusiones detodala clase.

Para que estas conclusiones ofrezcan las debidas garantias es preciso comprobar
que = cumple d requisito basco de que la muestra sea representativa. Los digtintos
métodos de sdeccion de muestras representativas de una poblacion se conocen con €
nombre de métodos de muestreo.

La infomacion edtadistica se puede usar también para estimar probabilidades de
sucesos relativos ala poblacion de interés.

Tabla 1: Datos sobre los dumnos

n. sexo deporte peso altura longitud calzado ptas Nn. sexo deporte peso alturalongitud calzado ptas
1 2 2 59 161 160 37 T/0 31 2 2 58 164 166 38 125
2 1 1 62 1/8 181 41 385 32 1 386 191 180 46 60
3 2 2 50 159 153 36 500 33 1 170 161 18 44 625
4 1 2 69 176 119 42 325 34 1 164 166 171 40 310
5 1 2 74 175 179 43 740 3B 2 3 64 166 155 38 0
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6 2 3 62 169 165 37 2600 (36 2 1 70 156 152 35 175
7 2 2 5 162 158 36 250 37 2 251 165 160 37 100
8 2 2 58 162 163 37 25 3B 2 2 62 167 159 38 1200
9 2 1 52 170 171 38 501 ¥ 2 258 160 160 37 215
10 1 1 68 1/0 172 42 5450 40 1 3 71 18 187 43 700
11 1 3 72 184 18 43 7500 41 1 3 68 175 172 42 475
12 1 2 74 180 182 42 1785 42 1 3 74 183 178 45 1600
13 1 2 66 175 177 41 O 43 2 3 55 160 154 37 400
14 2 2 60 170 168 38 200 44 1 3 68 18 185 42 125
15 2 1 60 165 161 38 4400 45 2 1 57 161 155 37 450
16 2 3 55 163 160 36 700 46 2 3 57 169 164 38 1115
17 2 2 60 167 165 37 120 47 2 1 68 158 150 36 400
18 2 2 50 167 165 37 700 48 1 269 172 172 41 O
19 2 2 52 160 157 35 2016 49 2 3 50 155 155 37 500
20 2 1 53 164 160 37 875 50 2 1 58 163 162 38 1290
21 2 2 58 163 166 38 285 51 2 1 66 168 168 39 125
2 2 2 74 1/5 178 40 560 52 2 2 50 163 161 36 480
23 2 2 63 173 180 39 3010 53 1 2 81 184 188 43 5120
24 2 2 60 161 164 38 500 54 2 1 60 165 160 36 255
25 2 2 53 162 162 37 1000 55 2 2 50 155 155 35 500
26 1 3 8 174 180 41 275 56 1 265 179 171 3B 9D
2r 1 2 68 1/8 180 42 175 57 1 2 65 164 158 36 700
28 2 1 64 172 175 37 690 58 2 262 174 179 40 O
29 2 2 65 165 165 40 605 50 2 258 162 160 36 200
30 2 1 46 160 158 37 5135 60 2 2 63 172 171 41 2000
Sexo: 1= hombre; 2= mujer;
Deporte: 1=nada, 2=poco; 3= mucho

Ejercicios:

6. A partir de los datos de toda la clase, haz un recuento de las frecuencias en las diferentes
modalidades para las variables sexo y hacer deporte. Si tomo una ficha d azar, ¢cud seriala
probabilidad de que corresponda a una chica? ¢y la de que & aumno en cuestion haga mucho
deporte?

2.3. Variables estadisticas

Para representar los digtintos tipos de datos empleamos variables. Una variable
es un simbolo que puede tomar vaores diferentes. Cuando estos valores son los
resultados de un recuento estadigtico, la Ilamamos variable estadistica, y representa
generdmente un cierto caracter de los individuos de una poblacion.

Usudmente, las variables edadigicas se dadfican en cualitativas vy
cuantitativas, segin que las modaidades del carédcter que representan sean 0 no
numericas (Algunos autores no consideran las variables cuditaivas, d consderar que
también se puede asignar un nimero diferente a cada una de las modalidades de las
varidbles cuditativas, con 1o que quedarian asmiladas a las cuantitativas). Ejemplos de
variables cuditativas son d grupo sanguineo o lareigion de una persona

Dentro de las variables cuantitativas se disingue entre variables discretas y
continuas, sendo discretas aquellas que por su naturaleza sdlo pueden tomar vaores
adados -generdmente nimeros enteros- y continuas las que pueden tomar todos los
valores de un cierto intervalo.

Asdi, los experimentos que consisten en € recuento de objetos, como pueden ser:
nimero de miembros de una familia, nUmero de nidos de aves en una parcea, etc. dan
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lugar a varidbles discretas, mientras que a medir magnitudes taes como € peso, €
tiempo, capacidad, longitud, etc. se obtienen variables continuas.

Ejercicios:

7. Clasificar las variables del estudio redlizado en la clase, seguin su tipo.

8. Pon otros gemplos de variables estadisticas cudlitativas, cuantitativas discretas y
cuantitativas continuas.

2.4. Tablas defrecuencias

El ligado de los digtintos valores 0 moddidades de una variable estadistica,
junto con las frecuencias (absolutas o relativas) de aparicion de cada vaor es € resumen
més primario de una coleccion de datos y recibe € nombre de distribucion de
frecuencias. Las didribuciones de frecuencias de datos cuditativos pueden
representarse mediante una tabla de frecuencias, como se muestra en la Tabla 2. La
frecuencia absoluta es e nimero de veces que aparece cada modaidad. La frecuencia
relativa se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta por € tota de casos en la muestra.
B porcentajeesigua alafrecuencia rdativa multiplicada por 100.

Tabla 2 : Digtribucion del 'color de los ojos de los dumnos de una clase
Moddidad Frecuencia absoluta Frecuenciardativa Porcentgje

Negro 15 0.50 50.0
marron 7 0.233 23.3
aeul 3 0.100 10.0
otros 5 0.166 16.6
Tota 30 1.00 100

Cuando la vaidble es numérica interesa también cdcular las frecuencias
acumuladas. Para cada vaor de la variable, la frecuencia acumulada es € nimero de
elementos con un vaor de la variable menor o igual que € dado. Se obtienen sumando a
la frecuencia de un vdor todas las anteriores. Las frecuencias relaivas acumuladas se
obtienen dividiendo las frecuencias absolutas acumuladas por € nimero de datos.
También pueden obtenerse sumando a la frecuencia relativa ordinaria todas las
anteriores, como se muestraen laTabla 3.

Tabla 3. Digtribucion de frecuencias dal nimero de calzado
NUmero de Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuenciardetiva

calzado rdaiva acumulada acumulada
35 4 0.0667 4 0.0667
36 8 0.1333 12 0.2000
37 14 0.2333 26 0.4333
38 10 0.1667 36 0.6000
39 2 0.0333 38 0.6333
40 4 0.0667 42 0.7000
41 5 0.0833 47 0.7833
42 6 0.1000 53 0.8833
43 4 0.0667 57 0.9500
44 1 0.0167 58 0.9667
45 1 0.0167 59 0.9833
46 1 0.0167 60 1.0000

Ejercicios:
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9. ¢Cud es d vaor o valores més frecuentes del niUmero de calzado? ¢Qué tanto por ciento de
alumnos calzan € 40 0 un nimero mayor de calzado?

10. ¢Cudles son las principales diferencias en la distribucion de frecuencias del nimero de
calzado de chicos y chicas? (Usalainformacion dadaen latabla 1)

2.5. Gréaficos estadisticos

Las digribuciones de frecuenciass de las variables edadisticas pueden
representarse mediante tablas y gréficos. A menudo es preferible un gr&fico, porque
permite resdtar las principaes caracterigticas de la digribucion. El denominado gréfico
de barras permite ilusrar visudmente ciertas comparaciones de tamafio, especidmente
cuando se precisa comparar dos muestras. En € diagrama de barras, cada uno de los
vaores de la variable correspondiente se representa en @ ge de abscisas de un gréfico
catesano, a intervalos iguamente espaciados. Para cada vaor se dibuja una barra (0
rectangulo) cuya dtura ha de sar proporciona a la frecuencia absoluta o reativa de
dicho vaor.

Otro tipo de representacion es @ grafico de linea poligonal, usado con ventga
para mogtrar cambios de una variable a lo largo dd tiempo. El gréfico de barras se
puede usar para variables cuditativas pero @ gréfico de lineas no.

@ chicos
Ochicas

1 2 3

Préactica de deporte
Figura 1. Diagrama de barras (‘ préctica de deporte’ seglin sexo)

B gréfico de sectores (que informamente se denomina a veces gréfico de la
tatad 0 'pastel’) muestra claramente como una cantidad tota se reparte, asi como €
tamafio relativo de las digtintas partes. El é&ea de cada sector es proporciona a la
frecuencia de la moddidad que representa. En € gréfico de sectores cada modaidad o
vaor de la varidble se representa por un sector circular cuyo angulo central y, por lo
tanto también su &ea, es proporciond a la frecuencia Una forma sencilla de congtruirlo
es multiplicando la frecuencia relativa por 360; de este modo se obtiene la amplitud del
angulo centra que tendra cada una de las modalidades observadas.

En la eaboracion de gréficos estadigticos es fundamentd la precison, la claridad
en los titulos, la deccidén dd tipo de gréfico y € uso de escaas adecuadas. S uno de
estos aspectos no e tiene en cuenta, € gréfico puede dar una idea inadecuada de la
informacion que e trata de comunicar.
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Grafico de sectores

21,67% 25,00%

deporte
Ol
02
03

53,33%

Figura2: Gréafico se sectores de * préactica de deporte’

Ejercicios:

11. Representa mediante un diagrama de barras la distribucion de la variable "préctica de
deporte” y analiza las ventgjas de cada una de | as dos representaciones.

12. Busca en la prensa g emplos de gréficos estadisticos realizados inadecuadamente, razonando
donde se hallan los errores en su elaboracion.

13. Completalos datos de la Tabla 4 y represénta os gréficamente.

Tabla 4: Frecuenciade la variable 'nmero de hermanos
Vdor Frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuendardaiva

absoluta rdaiva acumulada  acumulada
1 1 0.033
2 10 0.333
3 5 0.166
4 7 0.233
5 3 0.100
6 1 0.033
7 3 0.100
Total 30 1.00

2.6. Agrupacion de variables en intervalos

Cuando la variable estadigtica que estudiamos es continua, como la atura de bs
aumnos, los vaores observados suden ser distintos unos de otros, o las frecuencias
pequefias, con lo cua una tabla de frecuencias y su correspondiente representacion
gréfica no condituyen buenos reslimenes estadigticos. Por dicho motivo se procede a
definir unos intervalos de valores y se recuentan las frecuencias de los vaores en cada
intervalo de clase (Tabla5). Los extremos de este intervalo se denominan extremos de
clasey d punto medio marca de clase.

El hisograma de frecuencias es la gréfica apropiada para representar estas tablas
de frecuencias de datos agrupados en intervalos. En d histograma la frecuencia de cada
intervao se representa por medio de un rectangulo cuya &ea es proporciond a la
frecuencia en dicho intervalo. Los histogramas pueden representar frecuencias absolutas
o relativas. También podemos comparar una misma variable en dos muedtras, utilizando
histogramas con lamisma amplitud de intervalos, como se muestra en lafigura 4.
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Histograma para atura
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Figura 3: Histograma de frecuencias absoluta de la dtura de los dumnos
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Figura 4: Histograma de frecuencias rel ativas de peso de dumnos segin sexo

Tabla5: Digtribucion de frecuencias de "pesetas en € bolsillo”

N° de Limite Limite Marcade Frecuencia Frecuencia Frec. abs. Frec. rel.
clase inferior superior clase relativa acumulada acumulada
1 0 500 250 3 0.5500 33 0.5500

2 500 1000 750 13 0.2167 46 0.7667

3 1000 1500 1250 3 0.0500 19 0.8167

4 1500 2000 1750 3 0.0500 52 0.8667

5 2000 2500 2250 1 0.0167 53 0.8833

6 2500 3000 2750 1 0.0167 54 0.9000

7 3000 3500 3250 1 0.0167 55 0.9167

8 3500 4000 3750 0 0.0000 55 0.9167

9 4000 4500 4250 1 0.0167 56 0.9333
10 4500 5000 4750 0 0.0000 56 0.9333
1 5000 5500 5250 3 0.0500 59 0.9833
12 5500 6000 5750 0 0.0000 59 0.9833
13 6000 6500 6250 0 0.0000 59 0.9833
14 6500 7000 6750 0 0.0000 59 0.9833
15 7000 7500 7250 1 0.0167 60 1.0000
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Ejercicio:

14. Con los datos de la tabla de frecuencias 5, representa gréficamente € histograma de
frecuencias absolutas de | as "pesetas en bolsillo" con intervalos de amplitud 500.

2. 7. Representacion grafica de frecuencias acumuladas

En las figuras 5 y 6 representamos gréficamente las frecuencias acumuladas de
las variables “nimero de cadzado” y “pesetas en bolsillo”. En los dos casos obtenemos
una gréfica creciente, pues las frecuencias acumuladas son mayores a medida que
aumentamos @ vaor de la vaiable Sin embargo, las gréficas son ligeramente
diferentes. En la variable sn agrupar “nimero de cadzado” tiene forma de escdera,
correspondiendo a cada vaor de lavariable unadturaigua asu frecuencia acumulada.

En la varidble agrupada marcamos en d extremo superior de cada intervao de
clase una dtura igud a su frecuencia acumulada, uniendo a continuacion los puntos
obtenidos mediante una linea poligond que se llama poligono acumulativo de
frecuencias.

100 F ]

80 | 3

60 | -

Frecuencia
8
T
]

20 | 4

34 36 38 40 2 a4 46
calzado

Figura5: Diagrama de frecuencias acumuladas del “niimero de calzado”

Frecuencia

0 2 4 6
pesetas

8
(X 1000)

Figura 6: Poligono acumulativo de frecuencias de las “ pesetas en bolsllo”

2. 8. Gréfico del tronco

El gdfico dd tronco (en inglés -sem and lea-) es utilizado para la
representacion de digtribuciones de variables cuantitativas, consiguiendo con €, ademés
de una gréfica de la didribucion, la visudizacion de los vaores de los datos que
estamos estudiando. Para gjemplificarlo trabgaremos con € conjunto de datos que se
muestra en la Figura 7, y que supondremos ha sdo recogido en clase por los propios
aumnos.
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Peso en Kg.

Varones Hembras
556470747570 60 45 46 50 47 55
64 93 60 62 70 80 49 52 50 46 50 52
61 60 62 68 65 65 52 4852 63 53 54
666870727271 5454535557 44
56 56 56 53 60 65 67 61 68 55 64 60

Figura7

Pararedizar este gréfico procederemos de la Sguiente forma:

- Se redondean los datos a dos o tres cifras, expresando los valores con nimeros
enteros. En nuestro gemplo, puesto que los datos disponibles constan sdlo de
dos cifras, este paso no es necesario.

Se ordenan de menor a mayor, como se muestraen laFigura8

44 45 46 46 47 48 49 50 50 50 52 52 52 52 53
53 53 54 54 54 55 55 55 55 56 56 56 57 60 60
60 60 60 61 61 62 62 63 64 64 64 65 65 65 66
67686868 7070707071727274758093

Figura8

Se separan por la izquierda uno o més digitos de cada dato, segin € ndmero de
filas que se quiera obtener, en genera no més de 12 6 15. Cada uno de estos
vaores se escriben uno debgo del otro, trazando una linea a la derecha de los
nimeros escritos. Edas cifras  condituyen @ "tronco".En  nuestro  caso
tomaremos la primera cifra para formar con dlad "tronco”.

Para cada dato origina se buscan los digitos escritos de su tronco y a la derecha
de los mismos se escriben las cifras que nos habian quedado. Estas cifras forman
las"hojas’'.

De este modo obtenemos € gréfico del tronco para nuestros datos (Figura 9).

4566789
000222233344455556667
000001122344455567888
000012245

0

3

O 00~ O 01 b

Figura 9: Gréfico dd trondo ddl peso de los dumnos

Como se observa, @ resultado es, en la practica, un hisograma de amplitud de
intervao 10, que ademas de mostrarnos la forma de la distribucion, presenta todos los
datos ordenados. Esta representacion puede ser ampliada o condensada para aumentar o
disminuir d nimero de filas, subdividiendo o fundiendo dos o més filas adyacentes. Por
gemplo, para extender € gréfico de la Figura 9, podemos subdividir en dos cada fila de
la dguiente forma marcamos con un adterisco las filas cuyos digitos de la derecha
varian de 0 a4 y con un punto las filas cuyos digitos de la derecha varian de 5 a 9. Este
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nuevo diagrama, que podemos observar en la Figura 10 recibe & nombre de gréfico del
"tronco extendido”.

4*
4.
5*
5.
6*
6.
7*
7.
8*
9.

33344414

23444

wouowuouto ul P
oo oo
oo UIo o
CoOOUIN N
P ~NO O N
NORFR ON©
NORFRON
AN

Figura 10: Gréfico del tronco extendido Bl peso de los
aumnos

Al comparar d gréfico del tronco con un histograma de frecuencias observamaos
las dguientes ventgas.

Su fécil congtruccidn, especiamente con papel cuadriculado.

Se pueden observar los datos con més precison que en @ histograma, pues los

rectingulos pueden ocultar diferencias importantes entre los vaores, mientras

que en d gréfico de tronco estas lagunas pueden ser fécilmente detectadas y

observadas.

Pueden obtenerse a partir de é rdpidamente los estadisticos de orden, como los

vaores maximo y minimo, la mediana, cuatiles, percentiles y sus rangos, asi

como lamoda

Es f&cil comparar dos muedtras de datos en  mismo gréfico, como vemos en la

figura1l.

Como contrgpartida observamos que no podemos degir la amplitud dd
intervalo, como en @ caso dd histograma, Sno que viene impuesta por @ Ssema de
numeracion. Tampoco podemos escoger la escaa de la representacion gréfica, que
viene impuesta por € espaciado dd pape empleado.

CHICOS CHICAS
414
4.1566789
510002222333444
5] 515556667
4422100] 6*]000134
88655 6.|578
2210000 7*
5] 7.
o] &
3h 9
Figura 11 Grafico dd tronco extendido del peso para chicosy chicas
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3. CARACTERISTICAS DE POSICION CENTRAL Y DISPERSION
DE UNA DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

Supongamos que tenemos que degir en la dase d dumnola  cuyas
caracterigticas representen megor cada una de las variables recogides. ¢A quien
eegirias? ¢Qué vaores eegirias como megor representante de cada una de las variables
andizadas? En lo que sigue estudiaremnos la forma de resumir una distribucién de datos.

3.1. Medidasdetendencia central

La comparacion de dos digtribuciones de frecuencias correspondientes, por
gemplo, a muedtras didintas de una misma vaiable (como "nimero de hermanos’,
"dturd’, etc.), puede hacerse de una manera directa por medio de la tabla, o visudmente
con ayuda de gréficos edtadigticos. Pero también puede hacerse digiendo un vaor
representativo de cada muestra La media, la moda y la mediana son soluciones
matemdticas idoneas para este problema segln didtintas circunstancias. Reciben €
nombre de 'estadisticos o caracteristicas de posicion (o tendencia) central.

La media aritmética:

Es la principd medida de tendencia centra. Es € nUmero que se obtiene
sumando todos los vaores de la variable estadistica (%) y dividiendo por € nimero de
vaores (N). S un vaor aparece varias veces debe ponderarse por su frecuencia (f;).
Smbdlicamente,

[]
axf

X=-
N

La media es la mgor estimacion de una cantidad desconocida, cuando hemos
hecho varias medidas de la misma. ESta es la propiedad de la media que usamos cuando
cdificamos a un dumno a patir de varias evaduaciones 0 cuando esimamos d tiempo
de espera en la parada de un autobUs. Por tanto sirve para resolver problemas como €
sguiente:

Un obj eto pequefio se pesa con un mismoinstrumento por ocho estudiantesde una clase,

obteniéndoselossiguientesvaloresen gramos. 6'2,6'0,6'0,6'3,6'1, 6'23, 6'15, 6'2 ¢Cuél

seriala mejor estimacion del peso real del objeto?

La media es la cantidad equitativa a repartir cuando tenemos diferentes cantidades
de una cieta magnitud y queremos didribuirla en forma uniforme, como cuando
hablamos dd nimero medio de nifios por familia o de la renta per cipita, 0 en & Sguiente
gemplo:

Unos nifios llevan a clase caramelos. Andréslleva 5, Maria 8, Jose6, Carmen 1y Daniel

no lleva ninguno. ¢Cémo repartir 1os caramelos de forma equitativa?

Otras propiedades de la media son las Sguientes:

1) Lamediaesun vaor comprendido entre los extremos de la distribucion.

2) El vdor medio esinfluenciado por los vaores de cada uno de los datos.

3) La media no tiene por qué ser igua a uno de los vaores de los datos. Incluso
puede no tener "sentido” para los datos considerados (como decir que € ndimero
medio de hijos en las familias espafiolas es 1.1).

4) Hay quetener en cuentalos vaores nulosen € caculo de lamedia

5) Lamediaesun "representante’ de los datos a partir de los que hasido caculada.
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6) Lamediase expresaen las mismas unidades de medida que los datos.

Ejercicios:

15. Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeresy 6 hombres. El peso medio de las mujeres es de
58 kgsy € de los hombres de 72. ¢Cud es € peso medio de las 10 personas del ascensor?

16. La media en fluidez verbal de una clase de un colegio es de 400. Si extraemos una muestra
aleatoria de 5 estudiantes y resulta que la puntuacion de los 4 primeros es de 380, 420, 600, 400.
¢Cud seria aproximadamente la puntuacion esperada parad quinto estudiante?

17. Para aprobar cierta asignatura, un estudiante necesita obtener una puntuacion media de 6 (o
mas) entre cuatro examenes. Las puntuaciones de Pedro en los tres primeros fueron de 3'5, 66 y
6'2. ¢Qué puntuacion minima necesita obtener en e cuarto examen para aprobar la asignatura?

18. La edad media de los 175 aumnos de una escuela es de 8 afios, y la de los 12 adultos
(profesores y persona) es de 40 afios. ¢Cudl es la edad media de todas las personas de esa
escuela?

La moda

Es d vdor de la variable que tiene mayor frecuencia. Por gemplo, en la Tabla 3
lamoda dd nimero de cazado esd 37.

En una digribucion puede haber més de una moda S existe una sola moda se
llama unimodal, S exisen dos bimodal, s hay més de dos se llama multimodal. En
genera es una medida de tendencia centrd poco eficaz ya que 9 las frecuencias s
concentran fuertemente en agunos vaores d tomar uno de elos como representante los
restantes pueden no quedar bien representados, pues no se tienen en cuenta todos los
datos en @ cdculo de la moda. Sin embargo, es la Unica caracteristica ce valor centra
gue podemos tomar paralas variadbles cuditativas. Ademas su cdculo es sencillo.

La mediana
S suponemos ordenados de menor a mayor todos los vaores de una variable
edadigtica, se llama mediana d nimero ta que exigen tantos vaores de la variable
superiores o iguaes como inferiores o iguales a €.
- Por gemplo § en una familia los nifios tienen 3, 5 y 8 afios, la edad dd nifio
mediano es 5 afios. Lamedianaesigud ab.
S nace un nuevo bebé (0 afios) ahora tenemos dos nifios medianos, uno de 3 y otro
de 5 afos. En este caso hay una indeterminacion y para resolverla tomamos como
medianad vaor 4 (mediaentre 3y 5).

Para cdcular la mediana a partir de una tabla de frecuencias o de un poligono de
frecuencias acumuladas, observamos que la frecuencia rediva acumulada que
corresponde a la mediana es exactamente igua a 1/2. Por tanto, en la Tabla 3 (nimero
de cdzado) y ya que a nimero de cazado 37 corresponde una frecuencia acumulada
043 y d nimero 38 una frecuencia acumulada 0'60 la mediana es igua a 38. Esto lo
podemos ver mejor en e diagrama de frecuencias acumuladas (figura 5).

La mediana presenta ciertas ventgias como medida de tendencia centrd frente a
la media en adgunas didribuciones, ya que no se ve aectada por los vaores extremos de
las obsarvaciones, por dlo su uso es particularmente indicado en las distribuciones
asmétricas. También se puede aplicar con variables estadidticas ordindes, mientras que
lamedia no se puede aplicar en estos casos.
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3.2. Caracteristicas de dispersion

Las caracterigticas de disperson son estadisticos que nos proporcionan una
medida del mayor o menor agrupamiento de los datos respecto a los vaores de
tendencia centrd. Todas elas son vaores mayores o igudes a cero, indicando un vaor
cero laausencia de disperson.

Una de tales medidas puede ser la diferencia entre € vaor mayor y € menor de
la digtribucion de frecuencias, que recibe € nombre de recorrido (0 rango). En su
cdculo solo intervienen dos vaores (d maximo y € ninimo) por lo que es escasamente
representativa de la dispersién del conjunto de datos.

El rango paraladistribucién dd “ndmero de cdzado” esigud a1l ( 46 — 35).

La medida de digpersdn mas utilizada es la desviacion tipica (s), que es la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de la diferencia entre cada vaor y la media
dividida dicha suma por € nimero de vaores, su cuadrado recibe € nombre de
varianza y viene dada, por tanto, por la siguiente expresion:

o= Af(x-x)°_&afx
N N X

Ejercicios:

19. ¢Qué se puede decir sobre € resultado de un examen, s la distribucion de las puntuaciones
de los dumnos verifican lo siguiente?.

a) Ladesviacion tipica es cero.

b) El rango es grande, pero la desviacion tipica es pequefia

¢) El rango es pequefio, pero la desviacion tipica es grande.

20. Inventa un problema referido a calificaciones de matematicas de un curso cuya media sea
aproximadamente 5 y cuya desviacion tipica sea aproximadamente 2.

21. En los exdmenes redlizados por Lucia, la mediana fue de 88, su puntuacion media fue de 90
y e rango fue 0'8. (Cudles fueron las puntuaciones de |0s tres examenes?

4. TALLER DE MATEMATICAS

1. En la tabla adjunta presentamos los resimenes edtadisticos de las varigbles
consideradas en la encuesta redlizada en clase.
a) Razona qué promedio es mas adecuado para cada variable.
b) ¢Cud delas varigbles tiene mayor /menor disperson?
c) ¢Qué adumno (ver Tabla 1 de datos) seria mas representativo en cada una de las
variables?
d) ¢Hay dguin dumno que sea representativo en todas las variables?

Estadisticos de las variables del muestreo redizado en clase

Variadle Peso Altura Longitud Cdzado Pesetas
Media 62.38 16846  167.7 38.8 1026.87
Mediana 62 166.5 165 33 500
Moda 58 161 160 37 0
Desviacion tipica 857 841 10.29 2.77 1530.50
Minimo 46 155 150 35 0
Méaximo 86 191 188 46 7500
Rango 40 36 38 11 7500
Tamafo de muestra 60 60 60 60 60
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2. Enrelacion alos datos recogidos en clase (Tabla 1),
a) ¢Son mas dtos los aumnos que practican mucho deporte?
b) ¢Reciben las chicas més dinero que sus comparieros?
Razona |as respuestas basandote en |o que has aprendido sobre la estadistica.

3. En ede dagrama de

digoersion, indica 9 exige 200

rlacion entre la dtura y d "

peso. Edima la dtura de una % 190 sa,| |

persona que pesa 60 kg. © 180 o |o

(Podrias  dibujar una recta | 2 170 .

que srva paa cdedar | < 160 TreTg .

goroximadamente la dtura en 150 '

funcién dd peso? 40 60 80 100
Peso kg

4. A patir dd gréfico del tronco de la variable "Longitud de brazos extendidos', que se
muestra a continuacion, cacula

a) d maximo, minimo, medianay cuartiles.

b) Cdcula d tanto por ciento de dumnos con brazos més largos y més cortos que los
tuyos.

159 0234

15.| 555578889

16¥| 00000001122344
16.| 55556688

17} 1111222

17.] 5788999

18| 000012

18.] 55578

5. Al medir laatura en cm. que pueden saltar un grupo de escolares, antesy después de
haber efectuado un cierto entrenamiento deportivo, se obtuvieron los vaores sguientes.
¢Piensas que € entrenamiento es efectivo?

Alturasaltadaen cm.
Alumno Ana Bea Carol Diana Elena Fanny Ga Hilda Ines Juana
Antesdel entrenamiento 115 112 107 119 115 138 126 105 104 115
Después del entrenamiento128 115 106 128 122 145 132 109 102 117

6. A continuacion reproducimos datos sobre nimero de pulsaciones por minuto en
diversas especies animdes®

% Ejemplo tomado de Friel, Mokrosy Russell (1992). Statistics: Middles, means and in-betweens. Palo
Alto, CA: Dayle Seymour.
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116 Balena

2 159 Camello, Tiburén

3 1055788 Elefante, Caballo, Trucha, Merluza, Salmon, Dorada
4 100247888 Mula, Burro, Ledn, Foca, Caiman, Cocodrilo, Bacalao, Rana
5 15599 Vaca, Oso, Carpa, Perca
6 |6 Jrafa

7 100005 Hombre, Ciervo, Avestruz, Cerdo, Oveja
810 Ganso

9 1025 Perdiguero, Mastin. Fox Terrier
10|0 Collie

1|0 Delfin

12|05 Canguro, Pekinés

13|10 Gato

14

15(0 Congjo

16

17|10 Paoma

18

19

20

21|11 Pavo

22

23

2410 Zorro

25

26|8 Pavo

27

28

29

30|01 Puercoespin, Aguila
3|2 Codorniz

320 Pollo

3

34(27 Halcon, Buitre

35

36

378 Cuervo

38|08 Grajo Comadreja

39(0 Ardilla

4011 Gaviota

5818 Murciélago

59

600 Raton

a) ¢Te parece que la media seria un estadistico que representaria bien este conjunto de
datos? ¢Y lamoda?

b) ¢Encuentras que adguna de las especies es dipica, debido a que su nimero de
pul saciones esta claramente a gjada de la mayoria?

7. Cuatro jugadoras de baoncesto se han sometido a la siguiente prueba: Cada una de
élas ha hecho 10 lanzamientos a canasta a una distancia de 1m, otros 10 lanzamientos
desde 2m, y asi sucesivamente hasta 8m. En cada caso se han anotado los siguientes
encestes:
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Jugadora | 1m 2m 3m 4m 5m 6m m 8m
A 9 10 6 4 2 0 1 0
B 7 6 7 4 2 4 1 0
C 3 4 0 1 0 2 1 3
D 10 8 9 9 6 7 4 5

¢Qué jugadora es més eficaz en d enceste?

15

Razona la respuesta usando reslimenes
numericos de los datos y la gréfica que s

10 __.,/l\

ESSSR

Im 2m 3m 4m 5m 6m 7m 8m

Al adjunta

8. Enlafigura presentamos las frecuencias acumuladas de la dtura de 1000 chicas.

a) Cdculagproximadamente la mediana, maximo y minimo.

b) ¢Entre quélimitesvariad 50 por ciento de los vaores centrales?

c) ¢Cud esd vdor deladtura ta que d 70 % delas chicastiene unadturaigud
o inferior (percentil del 70%)?

d) S unachicamide 1.65, ¢En qué percentil esta?

€) Comparatu aturacon lade estas chicas. ¢Qué porcentgje de chicas son més
atas bgjas que tu?

f) ¢Quévaores de laestatura considerarias atipicos en esta distribucion?

Frecuencias acumuladas de aturas de 1000 chicas

100
90
80
70
60
50
40
30

porcent@ge
0

140

145 150

155 160 165 170 175 180
atura
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

1.1. Laestadistica en la sociedad y en la ensefianza obligatoria

La Edadistica ha cobrado gran desarrollo en los dltimos afios, contribuyendo a
avance de b cienciay latécnicay a crecimiento de la economia, por lo que la mayor parte
de los paises han introducido su ensefianza desde la educacion primaria. La estadistica es
hoy una parte de la educacion generd deseable para los ciudadanos, quienes precisan
adquirir la capacidad de lectura e interpretacion de tablas y graficos estadisticos que con
frecuencia aparecen en los medios de comunicecion. Las principaes razones que
fundamentan la ensefianza de la estadistica son las Sguientes:

- Es util parala vida pogerior a la escuda, ya que en muchas profesiones se precisan
uNos conocimientos bésicos dd tema
Su edudio ayuda d desardllo persond, fomentando un razonamiento critico,
basado en la vaoracion de la evidencia objetiva, apoyada en los datos, frente a
criterios subjetivos.
Ayuda a comprender los restantes temas del curriculo, tanto de la educacidn
obligatoria como pogterior, donde con frecuencia aparecen graficos, resimenes o
conceptos estadisticos.

Otro aspecto es d cardcter exclusvamente determinita dd curriculo de
mateméticas, y la necesdad de modrar d adumno una imagen més equilibrada de la
redidad, en laque hay una fuerte presencia de fendmenos deatorios.

Ademés, puesto que la edtadigica elementad no requiere técnicas matematicas
complicadas y por sus muchas gplicaciones, proporciona una buena oportunidad para
mostrar a los estudiantes las gplicaciones de la matemdica para resolver problemas
redes. La edadidica es también un buen vehiculo para dcanzar las capacidades de
comunicacion, resolucion de problemas, uso de ordenadores, trabgo cooperativo y en
grupo, alas que se da gran importancia en los nuevos curricul os.

Cuando tenemos en cuenta € tipo de estadistica que queremos ensefiar y la forma
de llevar a cabo esta ensefianza debemos reflexionar sobre los fines principaes de eta
ensefianza que son los sguientes:.

Que los dumnos lleguen a comprender y a gpreciar @ papd de la edtadidtica en la
sociedad, incluyendo sus diferentes campos de aplicacion y d modo en que la
estadistica ha contribuido a su desarrollo.

Que los dumnos lleguen a comprender y a valorar d método estadistico, esto es, la
clase de preguntas que un uso intdigente de la estadistica puede responder, las formas
bési cas de razonamiento estadistico, su potenciay limitaciones.

1.2. Disefio Curricular Basedel MEC
La recogida, organizacion y presentacion de datos, asi como la interpretacion y las

posibles predicciones basadas en los mismos, son conocimientos que tienen cada vez més
importancia en nuestro medio socid o que hace desegble su gprendizge y utilizacion. Las
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sencillas actividades estadisticas pueden representar para los dumnos de estas edades
gplicaciones de las matemédticas d medio red, prestando sgnificado d mismo, haciéndolo
mésintdigible.

El objetivo generd 6 paa € a&ea de Mateméticas de secundaria obligatoria
formulado por  M.E.C. recoge € siguiente objetivo, relacionado con la estadigtica
"Utilizar técnicas elementales de recogida de datos para obtener informacion sobre
fendmenos y situaciones de su entorno; representarla de forma grafica y numérica y
formarse un juicio sobre la misma". Este objetivo es desarrollado en € bloque de
contenidos referido a organizacion de lainformacion en los Sguientes términos:

Conceptos:

1. Larepresentacion grafica

2. Lastablasdedatos.

3. Tiposde gréficos etadigticos: diagramas de barras, diagramas linedles, etc.

4. Carécter aeatorio de agunas experiencias.

Procedimientos:

1) Exploracion sgemdica, descripcion verba e interpretacion de los eementos
sgnificativos de gréficos sencillos relativos a fendmenos familiares.

2) Recogida y registro de datos sobre objetos, fendmenos y dtuaciones familiares
utilizando técnicas d ementa es de encuesta, observacion y medicion.

3) Elaboracion de gréficos estadisticos con datos poco numerosos relativos a Situaciones
familiares

4) Expreson sencilla del grado de probabilidad de un suceso experimentado por €
aumno.

Actitudes:

1) Actitud critica ante las informaciones y mensges trangmitidos de forma gréfica y
tendencia a explorar todos los eementos significativos.

2) Vdoracion de la expresividad del lengugie gréfico como forma de representar muchos
datos.

3) Senshilidad y gusto por las cudidades estéticas de los gréficos observados o
elaborados.

Respecto a criterios de evduacion sobre los contenidos estocagticos € M.E.C.
especifica
1) Redizar, leer e interpretar representaciones gréficas de un conjunto de datos relativos
a entorno inmediato.
2) Hacer edtimaciones basadas en la experiencia sobre € resultado de juegos de azar
sencillos, y comprobar dicho resultado.

1.3. Principiosy Estandar es para la M atematica Escolar (NCTM 2000)*

Edtas orientaciones curriculares proponen, para los niveles K-2 (infantil y primer
ciclo de primaria ) que € curriculo incluya experiencias con andisis de datos para que los
alumnos sean capaces de;

Clagificar objetos de acuerdo a sus atributos y organizar datos sobre 1os objetos.

Representar datos usando objetos concretos, dibujosy gréficos.

Se indica que las actividades informdes de clasficacion y recuento pueden
proporcionar un inicio de la comprension y andiss de los datos por parte de los nifios.

“National Council of Teachers of Mathematicas (2000). Principles and Standards for School
Mathematics. Reston: Va, NCTM.
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Se animara a los nifios a plantearse preguntas, organizar las respuestas y crear
representaciones para sus datos, asi como a razonar y comprobar sus idess
comparandolas con |os datos.

En los niveles de 3° a 5° los nifios deben ser capaces de:
Diseflar invedtigaciones para contestar una pregunta y consderar cdmo los
meétodos de recogida de datos afectan a conjunto de datos.
Recoger datos de observacion, encuestas y experimentos.
Representar datos en tablas, gréficos de linea, puntosy barras.
Reconocer las diferencias a representar datos numéricos'y categoricos.
Usar las medidas de posicion centrd, particularmente la mediana y comprender
gué es lo que cada unaindica sobre € conjunto de datos.
Comparar digtintas representaciones de los mismos datos y evaluar qué aspectos
importantes del conjunto de dato se muestra mejor con cada unade dllas.
Proporcionar y judtificar conclusiones y predicciones basadas en los datos y disefiar
estudios para estudiar mgjor las conclusones'y predicciones.

En estos niveles se pretende que progresivamente |os nifios sean capaces de ver €
conjunto de datos como un todo, describir su forma y usar las caracteriticas estadisticas,
como € rango y las medidas de tendencia central para comparar conjuntos de datos. Deben
consgderar que los datos son muestras recogidas de poblaciones mayores y llevar a cabo
investigaciones y proyectos, consderando € ciclo: formular preguntas, recoger datos y
representarlos.

Andizaran S sus datos proporcionan la informacion necesaria para responder sus
preguntas. Podrian recoger datos o usar otros disponibles en la escuela o en la ciudad, por
gemplo, datos del censo o sobre € tiempo o citos disponibles en Internet. La experiencia
con una variedad de gréficos les permitird comprender los vaores en los ges horizontd y
verticd, la utilidad de las escdas y como representar € cero en una gréfica. Los nifios
deberian también usar programas de ordenadores que les ayuden a representar gréficos, por
gemplo, lahojaeectronica

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Apenas hay estudios evolutivos del desarrollo de los conceptos estadigticos,
sendo cas los Unicos conceptos que no fueron tratados en los estudios de Piaget con
sus colaboradores. Ello se debe a que la estadistica slo muy recientemente es objeto de
enseflanza en las escuelas.

El Unico estudio de este tipo es redizado por Watson en Australia con unos 2200
nifios desde d tercer curso de primaria para analizar como los nifios progresan en la
comprensidn de las ideas de media, medianay moda. Diferencialas siguientes etapas.

Uso coloquid de las paddoras media mediana y moda: sn asignarles un sgnificado
preciso; por €gemplo la paabra “medid@ pueden entenderla como “normd”,
“frecuente’’.

Edtructuras multiples para los conceptos. son cepaces de utilizar ideas como
“centro” o0 “sumar y dividir’ para describir la media, pero solo resuelven problemas
muy smples.

Representacion de los conceptos. conocen los agoritmos y los asocian con las ideas
de media, mediana y moda. Son capaces de reconocer que la media, mediana y
moda representan € conjunto de datos, pero no son capaces de usarlas para
comparar dos conjuntos de datos 0 de edtimarlas a partir de una representacion
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gréfica. En los gréficos, los sujetos se concentran en los datos aidados, pero no en
las tendencias.

Aplicacion  progresiva de la media, mediana y moda a la resolucion de problemas,
incluyendo problemas de medias ponderadas 0 comparacion de dos grupos.
Identificacion progresva de las medidas de tendencia centrd a patir de la
representacion gréfica de un conjunto de datos.

Los nifios comienzan por la primera etgpa y van progresando con la edad y con la
instruccién, pero no hay un desarrollo completo S no va acompafiado de una ensefianza.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Los resultados de diversas investigaciones proporcionan orientaciones sobre
como ayudar a los nifios en € desarrollo del razonamiento estadistico. Algunas de estas
orientaciones son las Sguientes:

1. Involucrar a los nifios en @ desarollo de proyectos sencillos en los que deban
recoger sus propios datos a partir de la observacion (¢de qué color son los ojos de
los nifios de la clase?), encuesta (¢qué tipos de trabgjo hacen las madres y los padres
de los nifios?) y medida (¢tienen los pies, manos, hombros méas grandes los nifios
gue las nifias?).

2. Concienciar a los nifios de que cada dato aidado forma pate de un todo
(digtribucion de los datos) y que hay preguntas que no pueden contestarse con un
s0lo dato, sno con unadistribucion de datos.

3. Concienciar a los nifios de las tendencias y variabilidad en los datos y como estas
pueden usarse para responder preguntas sobre los datos o comparar varios conjuntos
de datos.

4. Visudizar progresvamente que los datos recogidos son una muedra de una
poblacion més amplia y sobre cudes son las condiciones para que los datos de la
muestra puedan representar 1os datos de toda la poblacion.

5. Animar a los nifios a representar sus datos en tablas y gréficos, cuidando las
cudidades estéticas y mateméticas de los gréficos de modo que los datos queden
correctamente representados en elos. Advertirles de la facilidad con que un gréfico
puede ser engafioso.

En las dguientes secciones describimos agunos tipos de actividades y recursos
parad estudio de la estadigtica en primaria

3.1. Investigacionesy proyectos

La edtadidica es hoy dia una materia interdisciplinar que se utiliza no sdlo en la
cdase de matemdticas, Sno en otras disciplinas donde se convierte en herramienta de
resolucién de problemas. Los proyectos estén concebidos para introducir en la clase una
filosofia exploratoria y participativa, en tendencias con las recomendaciones recientes
sobre metodol ogia de ensefianza de la estadistica.

Lo deseable seria que los propios dumnos digieran € tema en d que quieren
trabgar y elaborasen sus propios proyectos en grupos de dos o tres dumnos. Para ser
redistas, hemos de reconocer que son pocos los dumnos que se interesan por la
edadidica y que ésta es una materia aburrida para dlos. Por € contrario, los dumnos
pueden interesarse en muchos temas diferentes y llegar a vaorar la estadistica como
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indrumento de investigacion de los problemas que les gudaria resolver. En agunos
paises como Estados Unidos o Inglaterra es ya tradiciona € celebrar en las escudas
competiciones de proyectos estadisticos y es posible que esta tendencia no tarde en
llegar a nuestros centros. A continuacion sugerimos agunos proyectos que podrian
redizarse en los cursos 5° y 6° de educacion primaria

Actividad 1: Intencion de voto en las préximas elecciones al consgj o escolar

Se propone disefiar, llevar a cabo y analizar |os datos de una encuesta en € centro para estudiar
la intencion de voto en € proximo consgo escolar, una vez que se conocen los candidatos a
representantes de los alumnos. Los alumnos deben disefiar e cuestionario, seleccionar una
muestra representativa de alumnos del centro, distribuir € cuestionario y andizar los datos.
Algunas cuestiones relacionadas son:
- ¢Qué preguntas debemos incluir en € cuestionario? ¢Estan claras las preguntas? ;Qué
variables identificativas dd dumno podrian influir en su intencion de voto?
¢Como eegimos la muestra de aumnos? ¢Cuél es la poblacion objetivo? ¢Cud es la
poblacion que podemos acanzar?
¢Seriala encuesta fiable s hay un porcentgje alto de no respuesta? ¢Como podemaos motivar
la participacion y disminuir la no respuesta? ¢Cémo y cuando distribuimos € cuestionario y
recogemos |os datos?
¢Qué nos dicen los resultados? ¢Son diferentes en los distintos cursos? ¢En chicosy chicas?

Actividad 2: ¢Se mejora con la préctica?

1. Estimacién de tiempos:

Intenta estimar la duracién de un minuto. Para €llo tu compafiero coge un reloj que cuente
segundos y te indica cuando debes comenzar a calcular e tiempo. Tu te concentras y cuando
creas que ha pasado un minuto dices jyal. Tu compafiero mira € reloj y anota los segundos
transcurridos. Comprobais s e tiempo transcurrido es verdaderamente un minuto o en cuantos
segundos te has equivocado. ¢Crees que s repites € experimento 10 veces, cada vez estimaras
el minuto con més exactitud? ¢Mejoras con la practica?

2. Estimacion de distancias:

Trabgja con un compafiero. Uno dibuja un segmento con una regla graduada y mide su
longitud;, € otro estima la longitud del segmento. Anotad |a diferencia entre € valor estimado y
el valor red del segmento. ¢Crees que s repites € experimento varias veces, cada vez estimaras
mejor lalongitud del segmento? (Mejoras con la préctica?

3. Durante la clase de gimnasia se recogen datos de cada alumno € primer dia de clase y una
vez transcurrido 3 meses. Podrian analizarse, entre otras las siguientes variables, para ver s la
préactica ayuda a mejorar, qué alumno mejoré més globamente y s megjoran més las chicas o los
chicos.
- tiempo en segundos para recorrer 50 metros

pulsaciones por minuto antes 'y después de correr 1os 50 metros

altura maxima que se puede saltar

longitud méxima que se puede sdtar

NUmero de abdominales seguidos hasta cansarse

Numero de canastas encestadas en 10 intentos

Actividad 3: ;Cuantas lentgastiene un kilo de lentgjas?

Se trata de estimar € nimero aproximado de lentgjas en un kilo, sin tener que contarlas todas.
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Puesto que € proceso de llenado de un paguete de lentgjas tiene un componente aesatorio, este
nimero variard de uno a otro paquete. Se plantea asi un problema de estimacion que es comun a
otros muchos contextos, por gemplo, cuando se estima & nimero medio de glébulos rojos en
sangre de individuos adultos.

Los alumnos por equipos podrian tratar de estimar e nimero de lentgjas en paguetes
seleccionados de varias marcas comerciales. Se presentaria € problema de que hay que
especificar con claridad la variedad, pues existen diversos tamarios. Una vez fijada una variedad
y comprados paguetes de diversas marcas cada equipo trataria de estimar €l nimero de lentgjas
de su paquete.

Para ello se pueden tomar datos del nimero de lentgjas en varias muestras de unidades
de capacidad pequefias, como € centimetro cubico y resolver primero € problema de la
estimacion del nimero de lentgjas en un cnt. Los alumnos recogerdn datos de las muestras de
cm® representandol os gréficamente, y estudiando su distribucion, mediay desviacion tipica.

Calculado € volumen de los paguetes de kilo de lentgas, para calcular la distribucion
del nimero de lentgjas en un paquete de kilo, se trata de hacer un cambio de variable en una
distribucion. Por tanto, la media'y desviacion tipicas quedaran afectadas por €l cambio de escala
que pasa del cm’a volumen del paguete.

3.2. Datosy fuentes de datos

Los proyectos en la clase de edadigtica se conciben como verdaderas
investigaciones asequibles d nivel dd dumno, donde tratamos de integrar la estadigtica
dentro dd proceso mas generd de investigacion. Es decir, planteamos unos objetivos y
preguntas que € aumno debe tratar de contestar. Para ello € adumno necesita recoger
datos, que pueden provenir de diversas fuentes, ser obtenidos mediante diferentes
técnicas, y corresponder a diversas escalas de medida y tipos de varigbles estadigticas,
Ccomo e resume en latabla sguiente:

Tipos de datos en |os proyectos

Procedencia de los datos Variables estadisticas incluidas
Anuarios estadisticos Cualitativa
Encuestas Cuantitativa pocos valores
Experimento redizado en la clase | Cuantitativa necesidad de agrupar
Internet Técnica de recogida de datos
Prensa Observacion
Simulacién Encuesta

Medida

Consideramos importa’]te s [SIY LAS MONEDAS GQUE SE PUEDEN PERDER POR EL CAMBIO AL EURO
e dumno tenga oportunidad de

goreciar esta diversdad de
datos  estadisticos.  Algunas . =
veces los datos se encuentran .,
disponibles, pero hay que saber .,
locdizarlos de diferentes

fuentes, como libros o anuarios

MONEDAS MO CAMBIADAS EN LA ULTIMA
RETIRADA DE MONEDAS EN 1997

53% 53%
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edtadisticos. Por gemplo, @ gréfico adjunto, tomado de boletin de Cruz Roja
Espaiiola, Diciembre, 2001 puede servir para plantear una actividad de comparacion de
dos conjuntos de datos, que podria apoyarse en otras representaciones gréficas
dternativas.

La red Internet proporciona en la actuaidad datos para cuaquier tema por € que
los aumnos estén interesados, bien a partir de servidores estadisticos especificos como
Data Sets and Stories Library donde los profesores de estadistica han puesto sus datos
d savicio de la ensefianza, bien recurriendo a organismos oficides como € INE,
Eurostat, Unesco u otros.

En otras ocasones los datos son recogidos por los dumnos mediante la
redizacion de una encuesta 0 a través de un experimento. La encuesta requerira la
elaboracion de un cuestionario, fijando los objetivos del mismo, digiendo las variables
explicativas y redactando las preguntas que permitan obtener la informacion deseada de
una forma cdaa y concisa La sdeccion de una muestra representativa plantea
problemas de tipo tedrico y préctico, relacionados con la poblacién objetivo y
dcanzada,  marco de muestro, los méodos de sdeccion, la administracion del
cuestionario y los problemas de no respuesta.

La informacion que queremos recoger puede corresponder a diversos niveles que
se corresponden con diferentes técnicas de obtencion de datos: informacion consciente y
conocida (encuesta), informacion desconocida, pero que puede deducirse de la
observacion e informacion no consciente ni observable (medida).

3.3. Recursos en I nternet

1. Histogramas:
http://meatti .usu.edu/nlvm/nav/frames asd 174 g 2 t 5.html

Esta pagina permite explorar € efecto
de variar la anchura de los intervalos
sobre laformadel histograma, asi como
de anadir o quitar datos.

Proporciona también tablas de
frecuencia para € histograma elegido,

asi como lamediay mediana.

Es posible también visuaizar € efecto
de los vdores atipicos, tanto sobre €

; histograma como sobre la media y
i mediana.

Dz kixrea  DuisPosii  Proporios  Pocsdaes

| Eraant L LA T
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TR (] o am
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| DEM LSS LB INSE Y EC =G0 e
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Creacion de graficosinter activamente
http://nces.ed.gov/nceskids/Graphing/
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1 proporcionando los datos de entrada,

Usando esta pégina los aumnos

una variedad de gréficos estadisticos,

gue podrian ser datos tomados en clase
por los aumnos.
Los gréficos son interactivos y una vez

creados es posible cambiar € formato o
colores, suprimir o afadir nuevos
datos.

Los gréficos pueden ser impresos para
ser utilizados en los proyectos por los
estudiantes.
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4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION
4.1. Comprension detablasy graficos estadisticos

Los profesores suponen, a veces, que la eaboracion de tablas y gréficos es muy
sencilla y dedican poco tiempo a su ensefianza. Sin embargo, eaborar una tabla de
frecuencias 0 un gréfico supone ya una primera reduccion estadistica, pues se pierden
los valores origindes de cada uno de los datos individuales pasindose a la digtribucion
de frecuencias. Este concepto es ya complgo, a referirse d conjunto de los datos yno a
cada caso particular. Mientras que los nifios comprenden bien propiedades que se
refieren a individuos, como d color de pelo de una persona o su dtura, les resulta mas
problematico comprender laidea de distribucion del color de pelo de un grupo.

La dedtreza en la lectura critica de datos es una necesidad en nuestra sociedad
tecnolégica, ya que encontramos tablas y gréficos en la prensa, comercio, asi como en
didintas asignauras dd curriculo. Podemos digtinguir cuaro niveles didintos de
comprension de los gréficos, que pueden gplicarse a las tablas y gréficos estadisticos. El
objetivo de la educacidon estadigtica seria llevar a cada dumno a adquirir d mayor nivel
parael cua esté capacitado:

Lectura literal (leer los datos): este nivel de comprensgon requiere una lectura literd
dd gréfico; no se rediza interpretacion de la informacidon contenida en € mismo. Por
gemplo, en la Figura 1, responder a la pregunta, ¢cuantos chicos practican mucho
deporte?

Interpretar los datos (Leer dentro de los datos): incluye la interpretacion e integracion
de los datos en d gréfico; requiere la habilidad para comparar cantidedes y d uso de
otros conceptos y destrezas mateméticas. Por gemplo, en la Figura 1, responder a la
preguntade s practican mas deporte los chicos o las chicas.

Hacer una inferencia (Leer mas dla de los datos): requiere que € lector redice
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predicciones e inferencias a partir de los datos sobre informaciones que no e reflgan
directamente en d gréfico. En la Figura 1, dar un razonamiento sobre s los datos se
podrian gplicar atodos los chicosy chicas del colegio.

Valorar los datos (Leer detras de los datos). Supone valorar la fiabilidad y completitud
de los datos, como hacer un juicio sobre S redmente las preguntas de la encuesta
miden la préctica de deporte, 0 como podriamos medirlo de una forma mas fiable.

Hay varios puntos que afectan a la comprenson de los gréficos y a su dificultad y
que deben ser tenidos en cuenta por |os profesores:
conocimiento previo dd tema d que e refiere d gréfico; 9§ d dumno esta o no
familiarizado con € contexto;
conocimiento previo del contenido matemético del gréfico, esto es, los conceptos
NUMEicos, raciones'y operaciones contenidas en & mismo;
conocimiento previo de tipo de gréfico empleado (gréfico de barras, pictograma, etc.).

Cuando los dumnos tratan de hacer los gréficos estadisticos cometen errores. Los
més habituaes son los Sguientes:

eleccion incorrecta del tipo de gréfico, como usar poligonos de frecuencias con
variables cuditatives,
la eleccidn de las escdas de representacion son poco adecuadas, 0 bien omitir las
escalas en dguno de los ges horizonta o vertica, o en ambos,
no especificar € origen de coordenadas,
no proporcionar suficientes divisiones en las escalas de los ges;
no respetar 1os convenios, como a obtener un diagrama de sectores en |os que €tos no
son proporciondes a las frecuencias de las categorias.
mezclar datos que no son comparables en un grafico, como comparar 30 sllas 'y 50 kg.
de carne.

4.2. Medidas de posicion central

Ademés de ser uno de los principales conceptos estadigticos, la media tiene muchas
aplicaciones en cuestiones précticas de la vida diaria  Que este concepto no es tan smple
como parece lo puedes comprobar al tratar de resolver @ sguiente problema

Problema: Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeresy 6 hombres. El peso medio de las
mujeres es de 60 kilos. y € de los hombres de 90. ¢Cud es € peso medio de las 10
personas del ascensor?

Una reaccion frecuente d resolver € problema anterior es decir que la media es 75
kilos. Sin embargo esta solucion es erronea porque en @ ascensor hay mas hombres que
mujeres. Las dtuaciones en las cuadles se debe cacular una media ponderada son
frecuentes. cdcular la puntuacion media en un curso, la velocidad media, o € indice de
precios. También cuando caculamos la media a partir de una tabla de datos. No se puede
olvidar que en este caso cada valor de la variable tiene que ponderarse por su frecuencia

También se cometen errores d cacular la media, mediana 'y moda. Algunos de los
més frecuentes son:

- Moda Tomar lamayor frecuenciaabsoluta, en lugar ddl vaor de lavarigble.
Mediana: No ordenar |os datos para calcular lamediana; cacular € dato centra delas
frecuencias absol utas ordenadas de forma creciente; calcular lamodaen vez dela
mediang; equivocarse d cacular € vaor centrd.
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Media Halar lamedia de los vaores de las frecuencias, no tener en cuentala
frecuencia absoluta de cadavalor en € cdculo de lamedia
En otros casos @ cdculo se hace correctamente, pero no se entiende € agoritmo de
cdculo. Eso s puede comprobar § le pides a un dumno que te diga 10 nimeros
diferentes cuya media sea iguad a cuatro o bien que te dé  nimero que fdta entre 5
sabiendo que la suma de los cuatro primeros es 23 y la media es igua a 5. Muchos no
sabran como hacerlo o lo harén con dificultad.

4.3. Caracteristicas de dispersion

El esudio de una digribucion de frecuencias no puede reducirse a de sus
promedios, ya que digtribuciones con medias 0 medianas iguales pueden tener digtintos
grados de variabilidad. Un error frecuente es ignorar la dispersion de los datos cuando se
efectlian comparaciones entre dos 0 mas muestras o poblaciones.

Ejemplo: ¢Te parece por g emplo, que demuestran igual constanciay deberian calificarse
igua dosaumnos s en e primero tuvo un 10 en & examen tedricoy un 0 en € préctico y
otro quetuvo un 6y un 4?

La desviacion tipica mide la intensdad con que los datos se desvian respecto de la
media, pero muchos libros de texto no resdtan bien esta propiedad y ponen mayor énfasis
en la heterogeneidad entre las observaciones que en su desviacion respecto de la posicion
centrd.

Ejemplo: ¢Cud de los dos conjuntos tiene mayor dispersion?
Conjunto A: 10, 20, 30, 40, 50y 60 cm.
Conjunto B :10, 10, 10, 60, 60y 60 cm.

Otras dificultades se refieren a cdculo, ya que adgunos aumnos suponen que no
hay que tener en cuenta los ceros para cacular la desviacion tipica o no ponderan los
vaores cuando hacen un cdculo a partir de la tabla de frecuencias.

4.4. |temesde evaluacion

A continuacion incluimos  informacion  sobre  dgunos  itemes  usados  en
investigaciones sobre la comprensién de la estadistica. Indicar cud es la solucidn correcta
y € tipo de razonamiento que subyace en las respuestas incorrectas.

Item 1. El ayuntamiento de un pueblo quiere estimar € nimero promedio de nifios por
familia Dividen @ nimero tota de nifios de la ciudad por 50 (que es d nimero total de
familias) y obtienen 2.2. ¢;Cudes de |as siguientes afirmaciones son ciertas?

a) Lamitad delasfamilias dela ciudad tienen més de 2 nifios

b) Enlaciudad hay mésfamilias con 3 nifios que familias con 2 nifios

¢) Hay untota de 110 nifios en la ciudad

d) Hay 2,2 nifios por adulto en la ciudad

€) El nimero més comuln de nifios por familiaes 2

[tem 2 SupOn que quieres comprar un coche nuevo y quieres decidir entre la marca A 'y
B. En una revista de automoviles encuentras un estudio estadistico sobre reparaciones
efectuadas € Ultimo afios que muestra que la marca A tiene menos averias que la B. Sin
embargo, te encuentras un amigo que te dice que compré € afio pasado un coche B y no
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ha tenido més que problemas. primero se le estroped la inyeccion de gasolina y gasto
25.000 pts, luego tuvo que cambiar € ge trasero y d find, ha vendido € coche porque se
lefuelatransmisdn. ¢Que decision tomarias, comprar un coche A 0 B?

iten 3. Maria y Pedro dedican una media de 8 horas cada fin de semana a hacer

deporte. Otros 8 estudiantes dedican cada semana una media de 4 horas a hacer deporte.

a. ¢Culd es é nimero medio de horas que hacen deporte cada fin de semana los 10
estudiantes?.

b. Maria'y Pedro dedican ademés 1 hora cada fin de semana a escuchar musica y los
otros 8 edtudiantes, 3 horas. ¢Cud es @ nimero medio de horas que escuchan
musicalos 10 estudiantes?

c. ¢Cud seria d nimero medio de horas que estos 10 estudiantes dedican, cada fin de
semana, entre las dos actividades: hacer deporte y escuchar masica?

5. TALLER DE DIDACTICA

5.1. Andlisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de mateméticas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizaste persondmente, o bien los de
agun familiar o amigo).

Busca gemplosy gercicios relacionados con las ideas estadidticas.

Identifica aspectos ddl desarrollo ded tema en los manuales escolares que consideres
potencid mente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en € disefio de las lecciones popuestas para
los cursos 5° y 6° de primaria.

1
2.

5.2. Andlisisderespuestas a tareas de evaluacién

Un profesor ha pedido a sus dumnos que midan la cantidad de nieve caida cada dia de

una semana. Han obtenido los datos siguientes. Lunes, 6 cm, Martes, 4 cm, Miércoles,

4 cm, Jueves 1 cm y Viernes 0 cm. El profesor pide cdcular la cantidad media de nieve

gue hacaido a dia.

Para cada una de las dguientes dtuaciones, describe los posbles motivos de las

respuestas del dumno y como puede ayudarle un profesor a comprender e concepto o

e procedimiento implicado:

a) Isabd no entiende por qué la suma de 15 cm se tiene que dividir por 5 en lugar de 4
para saber € promedio de nieve caida.

b) Carlos no comprende por qué la respuesta puede ser 3 en lugar de una de las
medidas.

c) Isabe no comprende por qué la suma de las diferencias entre cada puntuacion y la
media tiene que ser cero.

2. Supodn que formas parte de un jurado de un concurso escolar sobre experiencias en la
clase de ciencias. Jaime investigb s las platas de guisantes crecen mas bgjo la luz solar
0 con una cantidad igud de luz procedente de una lampara. La tabla siguiente contiene
las mediciones que redlizb.
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Altura de |as plantas para cada una de las condiciones de
iluminacion
Luz solar 04 |13 (18 |19 [22 (22 |23 |25 |26 |26 |28 |3
Luz atificia 13 |15 (18 |2 |20 |22 |22 |23 |24 |27 |28 |3

Jame informd que la dtura media de las 12 plantas de guisantes expuestas a la luz solar
fue de 2.13 y la correspondiente a las otras 12 plantas expuestas a la luz atificd fue de
2.2. Concluy6é que las plantas de guisantes crecen més bgo la luz atificd. Evdua la
conclusion de Jaime.

3. Paracada uno de los itemes siguientes andiza las respuestas de los aumnos, indicando
S eso no correctay explicad tipo de razonamiento seguido

ftem 1. Se han eegido 10 familiasy & niimero medio de hijos entre las 10 familias es 1.2 hijos

por familia. Los Garciatienen 4 hijosy los Pérez tienen 1 hijo, ¢cuantos hijos podrian tener las

otras 8 familias para que la media de hijos en las diez familias sea 1.2 ? Judtifica tu respuesta.

Respuestas

a. “Lasotras 8 familias tienen que sumar un total de 7 nifios. Porque al hacer esa media
necesitamos 12 nifios” .

b. “Delas 8 familias, que 7 de ellas tengan 1 hijo y la octava que no tenga hijos, ...”

c. “ Podrian tener dos nifios. Porgue la media es de 9’6 nifios entre las 8 familias:

Famlia| 2|2 (3|42 |3 || P | &

N.hijos|2 |11 (1'6/1|1]1]|1

d. “Podriantener unhijo por familia, perono sabriaexplicar por qué. Creo que esporquede
10 familias que €lijo, cojo 8 y si los divido meda 1' 25" .

item 2. Cuatro amigos se re(inen para preparar una cena. Cada uno de ellos trgjo harina para
hacer la masa de las pizzas. Como querian hacer cuatro pizzas del mismo tamafio, los que
habian traido mas harina regalaron a los que llevaron menos. ¢La cantidad de harina regalada
por los que habian traido mucha fue mayor, menor o igua ala recibida por los que habian traido
poca? ¢Por qué piensas eso?

Respuestas

= “Esigual porqueal final se quedarontodosconlamismaharina”.

= “Esigual porque la cantidad de harina que dan los que tienen mucha es igual a la
cantidad de harina que los que la reciben” .

= “Fue menor ya que al final tendran que tener todos la misma cantidad” .

ftem 3. Tenemos seis nimeros y € més grande es e 5. Sumamos estos nimeros y dividimos la
suma por seis. El resultado es 4. ¢Te parece posible? ¢Por qué?

L T R e A 4
€
[

“ S esposible, porguesi se puede hacer. Por €y emplo, cogemos cuatro vecesel 5y una vez
el 4, lo sumamosy lo dividimos entre 6 y el resultado es 4" .

“No es posible porque entre 6 nimeros donde el mayor es 5 no pueden sumar 24" .
“No es posible porque en todo caso saldria—4yno 4”.

4. Las sguientes tareas se han usado para detectar otros errores de comprension de la
media Andiza qué propiedad se trata de evaluar y cud es larespuesta correcta:
1) ¢Qué quiere decir que € nimero medio de nifios por familia en Espafia es 1'2? Danos
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un gemplo de 10 familias de modo que le nimero medio de nifios en las 10 familias
seaigud al2.

2) Unos nifios traen tierra a clase para plantar macetas. Cada uno trae o que puede y los
gue traen mas tierra reparten a los que traen menos de modo que a find cada nifio
tiene 1'3 kilos de tierra. S un nifio nuevo viene a clase y deciden repartir a partes
iguales, ¢Qué cantidad tendré ahora cada nifio?

3) Laedad media de un grupo de nifios es de 7’8 afios. Cud sera la edad media de los
nifios dentro de seis meses?
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Probabilidad

A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE PROBABILIDAD EN PRIMARIA

Consigna:

A continuacion incluimos algunos enunciados de problemas y ejercicios que han sido
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de ellos:

1)
2)

3)
4)

5)

6)

Resuelve los problemas propuestos.

Indica los conceptos y procedimientos matematicos que se ponen en juego en la
solucion.

Clasifica los enunciados en tres grupos segun el grado de dificultad que les
atribuyes (facil, intermedio, dificil).

Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables
de la tarea, de manera que uno te parezca mas facil de resolver y otro més dificil.
(Piensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para
los alumnos de primaria? Propon un enunciado alternativo para aquellos
ejercicios que no te parezcan suficientemente claros para los alumnos.

Consigue una coleccion de libros de texto de primaria. Busca en ellos tipos de
problemas no incluidos en esta relacion. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemas incluidos en libros de primaria:

1. Indica cudles de las siguientes experiencias se consideran como aleatorias y cuales

no:

Sacar una carta de una baraja espafola y observar si es de oros.

Observar si en las proximas 24 horas sale el sol.

Poner agua a enfriar y observar si se congela a cero grados.

Lanzar un tiro a una canasta de baloncesto y observar si el balon entra

Dejar caer un huevo desde un tercer piso y observar si se rompe al chocar con el
suelo.

2. En una bolsa hay 3 bolas amarillas, 4 azules y 1 verde. Indica con una cruz en la tabla
siguiente el tipo de suceso en la experiencia de sacar una bola de la bolsa y anotar su

color:

Seguro | Posible | Imposible

Sacar una bola azul
Sacar una bola roja
Sacar una bola que no sea azul
Sacar una bola que no sea roja

3. Un dado tiene 2 caras pintadas de verde, 2 caras pintadas de amarillo y 2 caras
pintadas de rojo. Ana dice, "Yo gano si sale verde"; Bernardo dice, "Yo gano si sale
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amarillo o rojo" y Carlos dice, "Yo gano si no sale verde". ;Cual es la probabilidad que
tiene de ganar cada niflo y nifia al tirar este dado?

4. Abel y Rosa juegan tirando un dado. Si sale un 5 gana Abel y si sale menos de 3 gana
Rosa. ;Cuantas veces habra ganado cada uno, aproximadamente, después de tirar el
dado 60 veces?

5. En una clase de 27 alumnos y alumnas, por cada 5 nifias hay 4 nifios. ;Cual es la
probabilidad de que la primera persona que salga al recreo, tras el profesor, sea una
nifia?

6. Juana y Jests juegan tirando dos monedas a la vez y van apuntando los resultados.
Juana elige ganar "si salen dos caras", mientras que Jesus elige ganar "cuando sale una
cara y una cruz". Observa los resultados obtenidos en 50 tiradas.

Doscaras Cc C |/
Dos cruces + /T
Una cara y una cruz CcC + |/ o

-(Cudantas veces ha ganada Juana?
-(Cudantas veces ha ganado Jesus?
- (Cudantas veces no ha ganado ninguno?

Juana ha pedido la revancha y han vuelto a tirar otras 50 veces. Estos son los resultados.

Dos caras Cc C\/
Dos cruces + /0
Una cara y una cruz Cc + (/0 i

- Cudntas veces ha ganado ahora cada uno?
-, Y sijuntas los resultados de las dos partidas?

(Cual es el conjunto de todos los resultados posibles al tirar dos monedas al aire?
(Qué es mas facil en la experiencia anterior: sacar dos caras o sacar una cara y una
cruz?

Unete a un compafiero o compaiiera y repetid la experiencia de Juana y Jesus.
Comparad vuestros resultados con los de las tablas obtenidas por ellos. ;Crees que
es una casualidad que haya ganado las dos partidas Jesus? ;Por qué?

7. Copia y completa la tabla para la experiencia “sacar una bola del bombo su anotar su
color”.
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Casos favorables

Probabilidad

Sacar una bola roja

6

6/12=1/2

Sacar una bola azul

Sacar una bola que no sea amarilla

Sacar una bola blanca

Sacar una bola que no sea blanca

(Composicion del bombo: 6 rojas, 4 amarillas y 2 azules)

LY en un recipiente negro?

7. (Cual es la probabilidad, en cada caso, de
que la bola caiga en un recipiente blanco?
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B: Conocimientos Matematicos

1. FENOMENOS ESTOCASTICOS

La principal razéon para introducir el estudio de las situaciones aleatorias y las
nociones bésicas sobre probabilidad en la ensefianza primaria es que las tales situaciones
son frecuentes en la vida cotidiana.

1.1. Azar y lenguaje

En nuestras conversaciones, juegos, cuentos y canciones infantiles, prensa y
literatura encontramos con frecuencia referencias al azar. Por ejemplo, los nifios usan
canciones como “Pito —pito” para echar a suertes en el escondite o en el rescate, juegan
al parchis, la oca, organizan sorteos, etc.

Si buscamos la palabra aleatorio en el "Diccionario del uso del espafiol" (M. Moliner
(1983) encontramos: "Incierto. Se dice de lo que depende de la suerte o el azar”,
siendo el azar la "supuesta causa de los sucesos no debidos a una necesidad natural ni
a una intervencion intencionada humana ni divina".

Si buscamos la palabra azar encontramos: "Del arabe 'zahr', flor, por la que se
pintaba en una de las caras del dado".

Esta definicion nos remite al juego de dados, un ejemplo tipico de lo que todo el
mundo acepta como fenomenos aleatorios, donde una caracteristica es el caracter
imprevisible del resultado.

Hay muchas otras palabras relacionadas con “azar’ y “aleatorio”:

casual, accidental, eventual, fortuito, impensado, imprevisible, inesperado
inopinado, ocasional, ...

También hay muchas expresiones que se usan en los juegos infantiles, con este mismo
significado:

por suerte, por suerte, por chiripa, por chamba , de rebote, de rechazo, sin
querer, sin intencion, sin plan,...

Esta variedad de expresiones indica que los fendmenos aleatorios son cercanos a
nuestra experiencia y que incluso los nifios son capaces de observar el cardcter
imprevisible de estos fendmenos.

1.2. El azar en la realidad

Al tratar de buscar ejemplos de fendmenos aleatorios encontramos cuatro grandes
campos de aplicacion de la estadistica relacionados con el hombre: el mundo biologico,
fisico, social y politico.

Nuestro mundo biologico

Dentro del campo bioldgico, vemos que muchas caracteristicas heredadas en el
nacimiento no se pueden prever de antemano: el sexo, color de pelo, peso al nacer, etc.
Algunos rasgos como la estatura, nimero de pulsaciones por minuto, recuento de hematies,
etc, dependen incluso del momento en que se miden.
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En medicina, la posibilidad de contagio o no en una epidemia, la edad en que se sufre
una enfermedad infantil, la duracion de un cierto sintoma, o la posibilidad de un
diagndstico correcto cuando hay varias posibles enfermedades que presentan sintomas
parecidos varian de uno a otro chico. El efecto posible de una vacuna, el riesgo de reaccion
a la misma, la posibilidad de heredar una cierta enfermedad o defecto, o el modo en que se
determina el recuento de gldbulos rojos a partir de una muestra de sangre son ejemplos de
situaciones aleatorias.

Cuando se hacen predicciones sobre la poblacion mundial o en una region dada para el
afio 2050, por ejemplo, o sobre la posibilidad de extincion de las ballenas, se estan usado
estudios probabilisticos de modelos de crecimiento de poblaciones, de igual forma que
cuando se hacen estimaciones de la extension de una cierta enfermedad o de la esperanza
de vida de un individuo.

En agricultura y zootecnia se utilizan estos modelos para prever el efecto del uso de
fertilizantes o pesticidas, evaluar el rendimiento de una cosecha o las consecuencias de la
extension de una epidemia, nube tdxica, etc.

Por tultimo, y en el ambito de la psicofisiologia, observamos el efecto del azar sobre el
cociente intelectual o en la intensidad de respuesta a un estimulo, asi como en los tipos
diferentes de caracteres o capacidades de los individuos.

El mundo fisico

Ademas del contexto biologico del propio individuo, nos hallamos inmersos en un
medio fisico variable. ;Qué mejor fuente de ejemplos sobre fenémenos aleatorios que los
meteorologicos?. La duracion, intensidad, extension de las lluvias, tormentas o granizos;
las temperaturas méaximas y minimas, la intensidad y direccion del viento son variables
aleatorias. También lo son las posibles consecuencias de estos fendmenos: el volumen de
agua en un pantano, la magnitud de dafios de una riada o granizo son ejemplos en los que
se presenta la ocasion del estudio de la estadistica y probabilidad.

También en nuestro mundo fisico dependemos de ciertas materias primas como el
petroleo, carbon y otros minerales; la estimacion de estas necesidades, localizacion de
fuentes de energia, el precio, etc, estan sujetos a variaciones de un claro carécter aleatorio.

Otra fuente de variabilidad aleatoria es la medida de magnitudes. Cuando pesamos,
medimos tiempo, longitudes, etc, cometemos errores aleatorios. Uno de los problemas que
se puede plantear es la estimacion del error del instrumento y asignar una estimacion lo
mas precisa posible de la medida. Por ultimo, citamos los problemas de fiabilidad y control
de la calidad de los aparatos y dispositivos que usamos: coche, televisor, etc.

El mundo social

El hombre no vive aislado: vivimos en sociedad; la familia, la escuela, el trabajo, el
ocio estan llenos de situaciones en las que predomina la incertidumbre. El numero de hijos
de la familia, la edad de los padres al contraer matrimonio, el tipo de trabajo, las creencias
o aficiones de los miembros varian de una familia a otra.

En la escuela, ;podemos prever las preguntas del proximo examen?; ;quién ganara el
proximo partido?, ...

Para desplazaros de casa a la escuela, o para ir de vacaciones, dependemos del
transporte publico que puede sufrir retrasos. ;Cuantos viajeros usaran el autobus?
(Cuantos clientes habra en la caja del supermercado el viernes a las 7 de la tarde?

En nuestros ratos de ocio practicamos juegos de azar tales como quinielas o loterias.
Acudimos a encuentros deportivos cuyos resultados son inciertos y en los que tendremos
que hacer cola para conseguir las entradas, ...

Cuando hacemos una pdliza de seguros no sabemos si la cobraremos o por el
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contrario perderemos el dinero pagado; cuando compramos acciones en bolsa estamos
expuestos a la variacion en las cotizaciones,...

El mundo politico

El Gobiemno, a cualquier nivel, local, nacional o de organismos internacionales,
necesita tomar multiples decisiones que dependen de fendomenos inciertos y sobre los
cuales necesita informacion. Por este motivo la administracion precisa de la elaboracion de
censos y encuestas diversas. Desde los resultados electorales hasta los censos de poblacion
hay muchas estadisticas cuyos resultados afectan las decisiones de gobierno y todas estas
estadisticas se refieren a distintas variables aleatorias relativas a un cierto colectivo. Entre
las més importantes citaremos: el indice de precios al consumo, las tasas de poblacion
activa, emigracion - inmigracion, estadisticas demograficas, produccion de los distintos
bienes, comercio, etc, de las que diariamente escuchamos sus valores en las noticias.

2. PROBABILIDAD. ASIGNACION SUBJETIVA DE PROBABILIDADES
2.1. Experimento y suceso aleatorio

Un ejemplo cotidiano de situacion aleatoria es el pronostico del tiempo. Para
llevarlo a cabo se aplican las técnicas de recogida de datos estadisticos y para un dia
dado no sabemos con seguridad cual serd la temperatura o si llovera. Sin embargo,
dependiendo de la época del afio unos sucesos nos parecen mas probables que otros.
Utilizamos la expresion "experimento aleatorio" para describir este tipo de situaciones.

Ejercicios

1. Daniel y Ana son nifios cordobeses. Acuden a la misma escuela y su profesor les ha pedido
que preparen una prevision del tiempo para el dia 24 de Junio, fecha en que comenzaran sus
vacaciones. Puesto que estdn atin en el mes de Mayo, Daniel y Ana no pueden predecir
exactamente lo que ocurrira. Por ello, han buscado una lista de expresiones para utilizar en la
descripcion del pronostico. He aqui algunas de ellas:

cierto, posible; bastante probable; hay alguna posibilidad; seguro; es imposible; casi
imposible; se espera que, incierto; hay igual probabilidad; puede ser; sin duda, ...

(Podrias acabar de clasificar estas palabras segun la mayor o menor confianza que expresan en
que ocurra un suceso? Busca en el diccionario nuevas palabras o frases para referirte a hechos
que pueden ocurrir y comparalas con las dadas anteriormente.

2. Busca en la prensa frases o previsiones sobre hechos futuros en que se usen las palabras
anteriores. Clasificalas segiin la confianza que tienes en que ocurran. Compara tu clasificacion
con la de otros compaiieros.

En probabilidad llamamos "experimento" tanto a los verdaderos experimentos que
podamos provocar como a fendmenos observables en el mundo real; en éste ultimo
caso, la propia accion de observar el fendmeno se considera como un experimento. Por
ejemplo, la comprobacion del sexo de un recién nacido se puede considerar como la
realizacion de un experimento. Diferenciamos entre experimentos deterministas y
aleatorios. Los primeros son aquellos que, realizados en las mismas circunstancias s6lo
tienen un resultado posible. Por el contrario, un experimento aleatorio se caracteriza por
la posibilidad de dar lugar, en idénticas condiciones, a diferentes resultados.
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Suceso es cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.
Distinguimos entre sucesos elementales, cuando no pueden descomponerse en otros mas
simples y suceso compuestos cuando se componen de dos o mas sucesos elementales
por medio de operaciones logicas como la conjuncidn, disyuncidén o negacion.

Ejercicio

3. Poner tres ejemplos de experimentos aleatorios y deterministas. Para cada uno de ellos
describir un suceso simple y otro compuesto.

2.2. Suceso seguro e imposible

El conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio se
denomina espacio muestral o suceso seguro. Suele representarse mediante la letra E.
Por ejemplo, el espacio muestral obtenido al lanzar un dado seria E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Este espacio muestral es finito, pero podemos considerar un espacio muestral con
infinitos resultados posibles. Por ejemplo, la duraciéon de una lampara podria variar en
un intervalo continuo [0, 1000], donde hay infinitos puntos. Otros casos serian el peso o
la talla de una persona tomada al azar de una poblacion.

Puesto que el suceso seguro consta de todos los resultados posibles, siempre se
verifica. Teoricamente podriamos también pensar en un suceso que nunca pueda ocurrir,
como obtener un 7 al lanzar un dado ordinario. Lo llamaremos suceso imposible y lo
representamos por AE

Ejercicios:

4. Describir el espacio muestral asociado a cada uno de los siguientes experimentos: a)
lanzamiento simultaneo de dos monedas. b) suma de los puntos obtenidos al lanzar
simultaneamente dos dados.

5. Describir un suceso imposible asociado a cada uno de los experimentos del ejercicio 2.

6. En una caja hay 4 bolas rojas, 3 verdes y 2 blancas. ;Cuantas bolas se deben sacar
sucesivamente para estar seguro de obtener una bola de cada color?

7. Dos sucesos que no pueden ocurrir a la vez se llaman incompatibles. Por ejemplo, no pueden
ocurrir a la vez los sucesos "obtener par" y "obtener impar" cuando lanzamos un dado. Tampoco
podrian ocurrir a la vez "ser menor que 3" y "ser mayor que 5". ;Podrias dar ejemplos de otros
sucesos incompatibles?

2.3. Asignacion de probabilidades subjetivas

La asignacion de probabilidades mediante palabras o expresiones no es muy
precisa. Por ello, para asignar probabilidades a sucesos, se hace corresponder un valor
numérico entre 0 y 1.

Esto permite comparar diferentes sucesos, o bien situarlos sobre un grafico, que
llamaremos la escala de la probabilidad (Figura 1). Una vez realizado el ejercicio 1
individualmente o por parejas, pueden compararse los resultados de los diversos
grupos. Puesto que cada alumno o grupo ha trabajado independientemente del resto, las
probabilidades asignadas tienen un caracter subjetivo. Cada alumno podria usar
diferente informacion o distintos criterios seguidos en su asignacion.

742




Probabilidad

Finalmente, podremos obtener unas probabilidades en las que toda la clase se
muestre de acuerdo, tomando el valor medio o la mediana de las probabilidades
asignadas individualmente a los diversos sucesos por los diferentes alumnos.

Hay igual probabilidad

) Seguro
Imposible ]
0 2 !
0 s 10
o - 10
10 10

Figura 1

2.4 Probabilidad, como grado de creencia

Para medir la mayor o menor posibilidad de que ocurra un suceso en un
experimento, le asignamos un niimero entre 0 y 1 llamado su probabilidad.

La probabilidad varia entre 0y 1

El suceso seguro siempre ocurre y el suceso imposible no puede ocurrir.
Asignamos una probabilidad 0 a un suceso que nunca puede ocurrir, por ejemplo, que
salga un 7 al lanzar el dado. Asignamos un 1 a un suceso que ocurre siempre que se
realiza el experimento; por ejemplo, al lanzar una moneda es seguro que saldra o "cara o
cruz".

Entre estos dos casos se encuentran el resto de los sucesos asociados a cada
experimento. A pesar de que no sabemos cual de ellos ocurrird en una prueba particular,
algunos de ellos nos merecen mds confianza que otros, en funcion de nuestros
conocimientos sobre las condiciones de realizacion del experimento. Por medio de la
probabilidad cuantificamos nuestro grado de creencia acerca de la ocurrencia de cada
uno de los sucesos asociados a un experimento. A cualquier otro suceso distinto del
"imposible" y del "seguro"” se le asigna un numero entre 0y 1.

Este valor lo asignamos de acuerdo con nuestra informacién y la creencia que
tengamos en la ocurrencia del suceso. Por ello, diferentes personas podrian asignar una
probabilidad distinta al mismo suceso.

Por ejemplo, si nos preguntan por la probabilidad de que una cierta persona llegue
a cumplir 25 afos, diremos que es muy alta. Pero, si su médico sabe que esta persona
sufre una enfermedad incurable dara un valor bajo para esta misma probabilidad.

Ejercicios:

8. Esperanza de vida: A partir de una tabla de vida, hacer predicciones sobre la probabilidad
de vivir x afios, o de vivir en el afio 2010, segiin sea un chico o una chica, el profesor, etc.

9. Investigacion. Discutir y ordenar las probabilidades de que se produzcan diversos inventos
antes de 5, o 10 afios (vacunas, viajes interplanetarios, energia,...)
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10. Accidentes:. Escribir una serie de frases sobre la reduccion o aumento del nimero de
accidentes, probabilidad de que se produzcan en una fecha dada y ordenarlas de mayor a
menor probabilidad.

11. Resultados de elecciones. Con motivo de algunas elecciones escolares, locales, etc,
plantear la mayor o menor probabilidad de que resulte elegido un candidato, o de que logre
todos los votos, los 2/3, etc. Para ello utiliza los graficos de alguna encuesta publicada en la
prensa local (por ejemplo, un grafico de barras o sectores).

12. Recoger de la prensa los datos de las temperaturas maxima y minima durante una semana
en las capitales de provincia. Confeccionar una tabla estadistica con estos datos. ;Cual crees
que sera la temperatura maxima y minima mas probable la préxima semana?

13. Busca dos graficos estadisticos diferentes que hayan aparecido en la prensa local
recientemente. Para cada uno de ellos describe el experimento aleatorio al que se refieren; los
sucesos asociados y cual de ellos es mas probable. ;Podrias hacer un grafico alternativo para
representar la informacion en cada uno de los casos?

3. ESTIMACION DE PROBABILIDADES
3.1. Frecuencia absoluta y relativa. Estabilidad de las frecuencias relativas

Cuando realizamos un experimento N veces, llamamos frecuencia absoluta del
suceso A el nimero N de veces que ocurre A. Al cociente h(A)=Na/N le llamamos
frecuencia relativa del suceso. Se pueden observar las tres propiedades siguientes en las
frecuencias relativas:

1. La frecuencia relativa del suceso varia entre 0 y 1;

2. La frecuencia relativa del suceso seguro siempre es 1 en cualquier serie de ensayos.

3. Supongamos que un suceso A se forma uniendo sucesos que no tienen elementos
comunes. En este caso, la frecuencia relativa del suceso A es la suma de las
frecuencias relativas de los sucesos que lo componen.

Por ejemplo, al lanzar un dado, h(par)= h(2)+h(4)+h(6).

El valor de la frecuencia relativa de un suceso no es fijo para N, puesto que se trata
de un fenémeno aleatorio. Dos alumnos de la clase que realicen el mismo experimento
50 veces pueden obtener diferentes valores de las frecuencias absoluta y relativa del
mismo suceso. Sin embargo, para una serie larga de ensayos, las fluctuaciones de la
frecuencia relativa son cada vez mas raras y de menor magnitud.

Este hecho tiene una demostracidon matematica, en los teoremas conocidos como
"leyes de los grandes numeros". También puede observarse experimentalmente; por
ejemplo, en las estadisticas recogidas en grandes series de datos sobre natalidad,
accidentes, fendmenos atmosféricos, etc.

3.2. Estimacion frecuencial de la probabilidad

La estabilidad de la frecuencia relativa en largas series de ensayos, junto con el
hecho de que haya fenomenos para los cuales los sucesos elementales no son
equiprobables, hace que pueda estimarse el valor aproximado de la probabilidad de un
suceso a partir de la frecuencia relativa obtenida en un niimero elevado de pruebas. Este
es el unico método de asignar probabilidades en experimentos tales como "lanzar una
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chincheta" o "tener un accidente de coche en una operacion retorno". Recuerda, no
obstante, que el valor que obtenemos de esta forma es siempre aproximado, es decir,
constituye una estimacion de la probabilidad.

Sabemos, por ejemplo, que, debido a las leyes genéticas la probabilidad de nacer
varén o mujer es aproximadamente la misma. Sin embargo, si en un hospital hacemos
una estadistica de nacimientos no seria raro que un dia dado, de diez recién nacidos, 7 u
8 fuesen varones. Seria mas raro que fuesen varones 70 o mas entre cien recien nacidos,
y todavia mas dificil que mas del 70% de entre 100.000 recién nacidos lo fuesen.

Con este ejemplo, vemos también que es muy importante el tamafio de la muestra
en la estimacién de las probabilidades frecuenciales. A mayor tamaifio de muestra,
mayor fiabilidad, porque hay mas variabilidad en las muestras pequefias que en las
grandes.

Ejercicios

14 ;Cual de las siguientes afirmaciones te parece verdadera cuando lanzamos un dado? ;Por
qué?

a) la probabilidad de obtener un 3 es mayor que la de obtener un 6

b) la probabilidad de obtener un 6 es mayor que la de obtener un 3;

c) la probabilidad de obtener un 6 es igual que la de obtener un 3;

d) la probabilidad de obtener un les mayor que 1/2 ;

e) Asigna un valor numérico a la probabilidad de obtener un 1.

15. Experimentos con chinchetas. Por parejas, los alumnos lanzan una caja de chinchetas sobre
una mesa, contando cuantas de ellas caen de punta o de cabeza. Con los resultados de toda la
clase puede estimarse, aproximadamente, la probabilidad de estos dos sucesos y el profesor
puede aprovechar para hacer observar a los chicos que existen ejemplos de experimentos en los
que la aplicacion de la regla de Laplace no es pertinente.

3.3. Simulacion de experimentos aleatorios

La realizacion de experimentos aleatorios usando dispositivos fisicos, como dados,
fichas, bolas, ruletas, etc. puede requerir bastante tiempo. A veces, incluso puede que
no se dispongan de tales dispositivos en numero suficiente para toda la clase. Una
alternativa valida consiste en simular tales experimentos por medio de una tabla de
numeros aleatorios. Este procedimiento incluso permite resolver problemas de
probabilidad reales haciendo las simulaciones con un ordenador.

Llamamos simulacion a la sustitucion de un experimento aleatorio por otro
equivalente con el cual se experimenta para obtener estimaciones de probabilidades de
sucesos asociados al primer experimento. La estimacion de la probabilidad que se
obtiene con el experimento simulado es tan valida como si se tratase del experimento
real. Este es el método que se emplea para obtener previsiones en las siguientes
situaciones:

a) Experimentos complejos, como seria planificar el trafico durante una operacion
salida de vacaciones.

b) Experimentos peligrosos, como estimar la temperatura de control o la velocidad de
reaccion permitida en una central nuclear.

c) Situaciones futuras: estudios ecoldgicos o sobre contaminacion ambiental.
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Ejercicios

16. Explica como usar la tabla de nimeros aleatorios de la figura 3, o los numeros aleatorios
generados por tu calculadora, para simular los siguientes experimentos:

a) Lanzar una moneda. Figura 2

b) Tirar un dado.

¢) Sacar bolas numeradas del 1 al 100 de una bolsa.

d) Girar una ruleta como la de la figura 2.

e) Observar el sexo de un recién nacido. BT NA DY

f) Observar el sexo de 2 recién nacidos

90 D 90

8231 4167 2530 7720 5676
1581 1649 564 3295 5354
4496 8048 9488 3297 7785
6922 7832 9461 9526 1473
4871 0564 2895 0249 4688
3781 8989 5516 2423 1518
2179 8540 9166 3163 8419
7023 5233 9033 9349 1256
2125 5297 0125 8071 9371
5108 7098 6403 6207 1817

Figura 3: Tabla de nimeros aleatorios

4. ASIGNACION DE PROBABILIDADES. REGLA DE LAPLACE

Ejercicios

17. Cuando lanzamos un dado, obtenemos el espacio muestra E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Supongamos
que este dado esta perfectamente construido. No tenemos, por tanto, motivos para dar ventaja a
ninguno de los resultados. ;/Cual seria la probabilidad de cada uno de los resultados elementales,
P(1)=; ... ; P(6)=? Razona la respuesta.

18. En el espacio muestral obtenido al lanzar un dado podemos formar subconjuntos suyos o
sucesos, por ejemplo, A = "obtener par" = {2, 4, 6 }. Escribe los elementos de los siguientes
subconjuntos de E:
B = "nimero impar" =
C "ntmero primo" =
D = "nmimero compuesto
F = "multiplo de 3" =
Asigna probabilidades a cada uno de los sucesos B, C, D, E. Razona las respuestas.

"n —

Si un espacio muestral consta de un numero finito » de sucesos elementales y no
tenemos motivo para suponer que alguno de ellos pueda ocurrir con mayor frecuencia
que los restantes, la probabilidad de cada uno de estos sucesos elementales es 1/n

En estos casos, podemos aplicar la regla de Laplace para calcular las
probabilidades de los sucesos compuestos. Un suceso compuesto que se compone de k
sucesos elementales, tiene, en este caso una probabilidad igual a k/n (regla de Laplace)

En el caso de que tengamos motivos para pensar que algun suceso puede darse con
mayor frecuencia que otros (por ejemplo, al usar un dado sesgado) o bien cuando el
espacio muestral es infinito, no podemos aplicar esta regla.
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Ejercicios

19. Un experimento consiste en lanzar un dado con forma de dodecaedro, con los nimeros del 1
al 12 en sus caras. Encontrar la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:
a) Obtener un nimero par; b) Obtener un ntimero primo; ¢) Obtener un divisor de 12.

20. Se toma un nimero comprendido entre 0 y 999
a) (Cual es la probabilidad de que el nimero sea multiplo de 5?
b) ;Cual es la probabilidad de que la cifra central sea mayor que las otras dos?

21. A un congreso asisten 100 personas. De ellas, 80 hablan francés y 40 inglés. ;Cual es la
probabilidad de que un asistente hable los dos idiomas?

Axiomas de la probabilidad

En los apartados anteriores hemos visto tres modos diferentes de asignar
probabilidades, segtn el tipo de experimento aleatorio:

a) En el caso de espacios muestrales con un nimero finito de sucesos elementales en
los que pueda aplicarse el principio de indiferencia, calculamos las probabilidades
usando la regla de Laplace.

b) Sino podemos usar la regla de Laplace, pero tenemos informacion estadistica sobre
las frecuencias relativas de aparicion de distintos sucesos, podemos obtener una
estimacion frecuencial de las probabilidades.

c) En los demas casos, el unico modo de asignar las probabilidades a los sucesos es de
modo subjetivo.

En todos los casos, las probabilidades cumplen unas mismas propiedades, que se
recogen en la definicion axiomatica de la probabilidad.

Toda teoria matematica se desarrolla a partir de una serie de axiomas.
Generalmente estos axiomas se basan en la abstraccion de ciertas propiedades de los
fenomenos que se estudian, que para el caso de la probabilidad son las tres primeras
propiedades que hemos citado sobre las frecuencias relativas.

Como consecuencia, se considera que la probabilidad es toda aplicacion, definida
en el conjunto de los sucesos asociados a un experimento aleatorio, que cumpla las tres
siguientes propiedades:

1. A todo suceso A le corresponde una probabilidad P(A), nimero comprendido entre
Oy l.

2. La probabilidad del suceso seguro es 1, P(E)=1.

3. La probabilidad de un suceso que es union de sucesos incompatibles es la suma de
las probabilidades de los sucesos que lo componen.

5. PROBABILIDADES EN EXPERIMENTOS COMPUESTOS

Con frecuencia, los problemas de probabilidad involucran dos 0 mas experimentos.
Algunos ejemplos de estas situaciones son:
Lanzar al aire dos monedas, tres monedas, ...
Adivinar el sexo de una pareja de mellizos no idénticos, antes de hacer la ecografia.
El nimero de bombillas defectuosas en una caja de 10 bombillas
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El nimero de estudiantes en una clase que ha estudiado la leccion

En estas situaciones, algunas reglas sencillas pueden ser utiles para calcular la
probabilidad. Estudiaremos algunos ejemplos para deducir estas reglas a partir de los
mismos.

5.1. Resultados de un experimento compuesto

Ejemplo:
Al lanzar simultineamente dos monedas, ;es mas facil obtener una o dos caras?

Solucidn: Se trata de un experimento compuesto de dos experimentos simples:
Primer experimento: Lanzar la primera moneda. E = { C, +}
Segundo experimento: Lanzar la segunda moneda. E = { C, +}

Las posibilidades que se pueden presentar en el experimento compuesto se
presentan en la tabla siguiente:

Segundo Experimento
Primer Experimento | C +
C CC C+
+ +C ++

Observamos por tanto que la probabilidad de obtener dos caras es % y la de obtener
una cara es 72 puesto que tenemos dos posibilidades.

Ejercicios

22. Describe con la ayuda de una tabla todos los sucesos que puedes obtener en los siguientes
experimentos compuestos:

a) Sexo de dos recién nacidos

b) Numeros al lanzar dos dados a la vez

¢) Grupo sanguineo de dos recién nacidos

23. De una bolsa con 3 bolas blancas y 3 bolas azules sacamos dos bolas. Describe todos los
resultados si :

a) Devolvemos la primera bola a la caja después de ver el color

b) No la devolvemos

5.2. Calculo de probabilidad a partir del diagrama en arbol

Otra forma de representar las posibilidades en este experimento compuesto es
mediante un diagrama en arbol, que nos sirve también para observar la forma en que se
obtiene la probabilidad.

Observa el diagrama que hemos construido para representar el experimento que
consiste en lanzar dos monedas. En este diagrama anotamos, para cada experimento sus
posibilidades y la probabilidad de los diferentes resultados
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Primer Experimento

72 72

C +
NN
C + C +
Va Va Va Va

Experimento Compuesto CC C+ +C ++

Segundo Experimento

Regla de cdlculo: Puesto que la mitad de las veces obtenemos cara en el primer
experimento y de esta mitad, la mitad de las veces obtenemos cara en el segundo, la
probabilidad de obtener dos caras es la mitad de un medio, esto es un cuarto.

En el diagrama en arbol, la probabilidad final de un resultado es el producto de las
probabilidades en cada rama que lleva a este resultado.

5.3. Experimentos dependientes e independientes

En el ejemplo del lanzamiento de dos monedas, el resultado de la segunda moneda
no depende de lo que sali6 en la primera. Asi observamos que:
Los resultados del segundo experimento serian los mismos, si no se hubiera llevado
a cabo el primero.
Los resultados del segundo experimento tienen la misma probabilidad, sin depender
del resultado del primero. La probabilidad de obtener cara en el segundo
lanzamiento es 2 y esto no depende del resultado en el primer lanzamiento.

En otros casos, el segundo experimento depende del primero, por ejemplo:

La probabilidad de aprobar un examen mejora con el nimero de examenes.

La probabilidad de que una persona tenga un infarto es mayor si ha tenido otro
previamente.

La probabilidad de que un nifio tenga los ojos azules es diferente, segin el color de
los ojos de sus padres.

También en estos casos podemos usar el diagrama en arbol, pero teniendo en
cuenta que ahora las probabilidades del segundo experimento dependen del resultado
del primero.

Ejemplo:

En una caja tengo tres bolas rojas y dos verdes. Tomo dos bolas al azar sin devolver la
primera, ;Cudl es la probabilidad de tomar las dos verdes?

Solucion:
Puedo construir de nuevo el diagrama en arbol, teniendo en cuenta las probabilidades en

cada experimento y como varian las del segundo en funcion de los resultados en el
primero:
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Primer Experimento
3/5 2/5

R \Y%
R V. R A%
3/10  3/10 3/10  1/10
Experimento Compuesto RR RV VR \'AY

Segundo Experimento

Observa que en el experimento compuesto, de nuevo la suma de todas las
probabilidades es igual a uno.

6. TALLER DE MATEMATICAS

1. Se lanza un moneda tres veces seguidas. a) ;Cudl es la probabilidad de obtener 2
caras? b) ;Cual es la probabilidad de obtener mas caras que cruces?

2. Se lanza un dado dos veces seguidas y se suman los puntos obtenidos. a) ;Cual es la
probabilidad de que la suma de los puntos sea 8? b) ;Cual es la probabilidad de que la
suma de puntos sean menor o igual que 10?

3. Carmen y Daniel han inventado un juego de dados con las siguientes reglas:
- Lanzan dos dados sucesivamente y calculan la diferencia de puntos entre el mayor
y el menor.
- St resulta una diferencia de 0, 1 o 2 entonces Carmen gana 1 ficha.
- Siresulta 3, 4, 0 5 es Daniel quien gana una ficha.
- Comienzan con un total de 20 fichas y el juego termina cuando no quedan mas.
[ Te parece que este juego es equitativo? Si tuvieras que jugar, ;cudl jugador
preferirias ser? ;Cudntas fichas deberia ganar cada jugador para que el juego sea
equitativo sin cambiar el resto de las reglas?

4. En una caja con 10 bombillas hay 3 fundidas. Tomamos dos bombillas de la caja.
(Depende la probabilidad de que la segunda bombilla sea defectuosa de si la
primera estaba fundida?

Con ayuda del diagrama en arbol calcula la probabilidad de que las dos bombillas
sean defectuosas, de que ninguna esté¢ fundida, de que al menos una esté fundida.
(Cual es el resultado mas probable?

5. El 85 % de votantes en una ciudad acude a las elecciones. En una familia donde hay
tres personas con edad de votar, ;Cudl es la probabilidad de que las tres hayan votado?

6. Un jugador de baloncesto que suele encestar el 70 por ciento de sus tiros desde el
punto de lanzamiento de personales tiene que lanzar una personal. Esto implica que si el
jugador acierta el primer lanzamiento puede repetir otro. Por tanto puedo obtener 0, 1 o
2 puntos en el juego, fallando el primer lanzamiento (0 puntos) acertando el primero y
fallando el segundo (1 punto) o encestando los dos (2 puntos).
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a) Utiliza la tabla de numeros aleatorios para simular el experimento y estima la
probabilidad de que el jugador obtenga 0, 1, 2 puntos.

b) Con ayuda de un diagrama en arbol calcula la probabilidad de que el jugador
obtenga 0, 1, 2 puntos.

7. Ponemos a un ratdon al comienzo de este laberinto. ;Cual es la probabilidad de que
acabe en la parte A? /Y en la B?
Simula este experimento y da una
respuesta aproximada.

Con la ayuda de un diagrama en
arbol calcula las probabilidades de
llegaa AyaB.

8. Al lanzar tres monedas, Maria gana 1 euro si se obtiene 0 o 1 caras. Juan gana un
euro si se obtienen 2 o 3 caras. Maria dice que el juego es justo porque solo hay 4
posibilidades y cada uno de ellos tiene ventajas con dos. Juan no esta de acuerdo.

a) ({Quién tiene razoén? b) ;Cudl seria la cantidad de dinero que tiene que pagar Maria a
Juan en caso que este gane, para que el juego sea equitativo?
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

1.1. Diseno Curricular Base del MEC

La probabilidad, como tal, no aparece como un tema especifico en la educacién
primaria, aunque encontramos menciones al tema en forma implicita y explicita.

Por ejemplo, el objetivo general 6 para el drea de matematicas formulado por el
M.E.C. sugiere el trabajo con fendmenos aleatorios: "Utilizar técnicas elementales de
recogida de datos para obtener informacion sobre fenomenos y situaciones de su
entorno, representarla de forma grdfica y numérica y formarse un juicio sobre la
misma".

Este objetivo es desarrollado en el bloque de contenidos referido a organizacioén
de la informacion en los siguientes términos, donde se alude explicitamente a los
experimentos aleatorios, dentro de los conceptos, recogiendo como tal “Cardcter
aleatorio de algunas experiencias”.

Dentro de los procedimientos en este mismo bloque se incluye también la
"expresion sencilla del grado de probabilidad de un suceso experimentado por el
alumno”.

Respecto a criterios de evaluacion sobre probabilidad especifica el nimero 11,
en el que se contempla claramente una introduccion a la asignacion de probabilidades
en casos sencillos: "Hacer estimaciones basadas en la experiencia sobre el resultado de
Jjuegos de azar sencillos, y comprobar dicho resultado”.

1.2. Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM 2000)

La probabilidad se contempla en estas orientaciones curriculares desde el jardin de
infancia. En los niveles K-2 (infantil y primer ciclo de primaria) se especifica que todos
los nifios deben discutir sobre sucesos familiares a su experiencia les parecen féciles o
dificiles de ocurrir. Las ideas de probabilidad a estos niveles han de ser informales.

En los niveles 3-5 se espera que los nifios alcancen competencia para:

decribir sucesos como probables o improbables y discutir el grado de probabilidad
usando palabras como seguro, igual probabilidad e imposible;

predecir la probabilidad de los diferentes resultados de experimentos simples y
comprobar las predicciones a través de la experimentacion;

comprender que podemos representar la probabilidad de un suceso por un niamero
comprendido entre cero y uno.
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2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

Desde muy pequefio el nifio debe aprender a estimar, discriminar y diferenciar
formas, distancias y cantidades. Las operaciones aritméticas basicas se pueden también
concretizar en operaciones con objetos fisicos (juntar o separar colecciones, etc.) que
tienen la propiedad de ser reversibles (volver a los operandos primitivos al deshacer la
operacion).

Por el contrario, no existe una experiencia concreta similar de lo aleatorio, ya que no
podemos manipular estos fendmenos para producir un resultado especifico, ni devolver los
objetos a su estado inicial deshaciendo la operacion. Por ejemplo, si hacemos girar la aguja
en una ruleta, desde una posicion inicial, impulsandola hacia la derecha, es muy poco
probable que un impulso a la izquierda devuelva la aguja a su posicion inicial. Esta falta de
reversibilidad de los experimentos aleatorios sin duda influye en el desarrollo mas tardio
de las nociones de aleatoriedad y probabilidad.

2.1. La Intuicion del Azar

El primer paso para comenzar a ensefiar probabilidad es asegurarnos que los nifios
son capaces de diferenciar las situaciones aleatorias y deterministas.

Piaget e Inhelder (1951) pensaban que los nifios pequefios no pueden comprender
bien el azar, porque para ello tendrian que entender la relacion de causa y efecto. Por ello
piensan que no hay una intuicion del azar innata en el nifio, como no existia tampoco en el
hombre primitivo, que atribuia los sucesos aleatorios a causas ocultas o a la "voluntad de
los dioses".

Esta opinion es rechazada por Fischbein para quien la intuicion primaria del azar,
esto es, la distincion entre fendmeno aleatorio y determinista aparece antes de los 7 afios.
Fischbein se basa en la conducta de los nifios al practicar juegos de azar, ya que en juegos
sencillos, los nifios son capaces de elegir la opcion de mayor probabilidad. Esta
comprension es gradual y progresiva.

En los fendmenos aleatorios los resultados aislados son imprevisibles pero el
conjunto de posibilidades puede determinarse mediante un razonamiento de tipo
combinatorio, con lo que se vuelve previsible. Cuando se comprende esto aparece la idea
de probabilidad, expresada por la razon entre las posibilidades de un caso particular y del
conjunto de posibilidades. Esto ocurre en la etapa de las operaciones formales.

Fischbein sostiene que la distincion entre el azar y lo deducible no se realiza
espontanea y completamente al nivel de las operaciones formales, porque estd influenciado
por las tradiciones culturales y educativas de la sociedad moderna, que orientan el
pensamiento hacia explicaciones deterministas.

2.2. La estimacion de la frecuencia relativa

Supuesto que un niflo sea capaz de diferenciar los fendmenos aleatorios y
deterministas, el segundo paso es que pueda estimar en una serie de experimentos cuales
son los sucesos que aparecen con mayor o menor frecuencia. Muchos psicologos han
llevado a cabo experimentos de aprendizaje probabilistico, en los cuales se trata de estudiar
las predicciones de los sujetos ante situaciones en que un suceso se repite con una
determinada frecuencia relativa.

Ejemplo. Se presenta al alumno dos luces de color diferente (pueden ser rojo y verde) que se
iran encendiendo intermitente y aleatoriamente con una determinada frecuencia, por
ejemplo, el 70 y el 30%, respectivamente. El sujeto debe predecir cual de las dos luces se
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encendera la proxima vez.

Los resultados obtenidos en este tipo de experimentos apoyan fuertemente la
conclusion de que los nifios adapta sus predicciones a las probabilidades de los sucesos que
se le presentan como estimulo. Ello nos indica que los nifios son capaces de apreciar las
diferentes frecuencias relativas con que aparecen los resultados de los fendmenos
aleatorios.

Esta prediccion mejora con la edad, Como resultado de experiencias acumuladas, la
intuicioén de la frecuencia relativa se desarrolla de un modo natural como consecuencia de
las experiencias del nifio con situaciones que implican sucesos aleatorios, en las que sea
necesaria una estimacion de las frecuencias relativas de los fendmenos. Es facil pensar en
tales experiencias en la vida diaria, por ejemplo, cuando estimamos el tiempo que
transcurre entre un autobus y otro, o hacemos una prevision sobre si va a llover o no, segiin
el dia se presente més o menos nublado, etc. Al llegar a la adolescencia, incluso se pueden
elegir estrategias adecuadas en funcion de las frecuencias de los sucesos aleatorios.

2.3. Estimacion de posibilidades y nocion de probabilidad

El nifio puede hacer juicios probabilisticos, en situaciones sencillas, por ejemplo al
elegir, entre dos urnas o cajas con diferente nimero de bolas blancas y negras, aquella que
ofrezca mas posibilidades de obtener una bola blanca. Hay que tener en cuenta que aqui
aparece un problema de comparacion de fracciones por lo que se seguiran las estrategias y
etapas que se describen sobre proporcionalidad.

Los nifios comienzan resolviendo problemas que impliquen comparacion de
probabilidades de un mismo suceso A en dos experimentos diferentes solo en situaciones
donde, bien el nimero de casos favorables o el nimero de casos no favorables a A son
iguales en ambos experimentos (sus estimaciones se basan en comparaciones binarias).
Posteriormente pasan a resolver problemas en que los casos se pueden poner en
correspondencia mediante una proporcion.

Los adolescentes progresan rapidamente en el célculo de probabilidades, incluso
cuando las fracciones a comparar tienen diferente denominador. Esto se observa con nifios
a partir de 12-13 afios, e incluso a partir de 10 afios con la ayuda de la instruccion.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Los resultados de diversas investigaciones proporcionan orientaciones sobre
como ayudar a los nifios en el desarrollo del razonamiento probabilistico. Algunas de
estas orientaciones son las siguientes:

1. Proporcionar una amplia variedad de experiencias que permitan observar los
fenomenos aleatorios y diferenciarlos de los deterministas.

2. Estimular la expresion de predicciones sobre el comportamiento de estos fendémenos
y los resultados, asi como su probabilidad.

3. Organizar la recogida de datos de experimentacion de modo que los alumnos tengan
posibilidad de contrastar sus predicciones con los resultados producidos y revisar
sus creencias en funcion de los resultados.

4. Resaltar el caracter imprevisible de cada resultado aislado, asi como la variabilidad
de las pequeiias muestras, mediante la comparacion de resultados de cada nifio o por
parejas.

5. Ayudar a apreciar el fendomeno de la convergencia mediante la acumulacion de
resultados de toda la clase y comparar la fiabilidad de pequefias y grandes muestras.
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En los siguientes apartados describimos algunos tipos de actividades y recursos
para el estudio de la probabilidad en primaria.

3.1. Juegos y sorteos

Los nifios son muy aficionados a los juegos. En ellos el azar interviene en
diferentes formas. Por ejemplo, los nifios echan a suerte cuando juegan al escondite o al
rescate porque ninguno quiere ‘“quedarse”. Podemos aprovechar estas actividades
infantiles para hacerles observar los resultados aleatorios y no aleatorios.

Por otro lado los nifios juegan al parchis, la oca y otros juegos de azar y en los que
a veces también se mezclan las estrategias. Algunos de estos juegos contribuyen a la
formacion de creencias, como, por ejemplo, que el niimero cinco es el mas dificil,
cuando se lanza un dado. Todas estas actividades se podrian aprovechar en relacion con
la introduccién de la probabilidad

Actividad 1.

“Pito pito” es una cancion que usan los nifios para echar a suertes. Dice asi: “Pito pito gorgorito,
donde vas tu tan bonito, a la vera de mi abuela, pim, pam fuera! (El que le toque se queda).

a) (Conoces otras canciones para echar a suertes? ;Cuando las usais?

b) Vamos a colocarnos en un corro y echar a suertes con “pito pito” ;Seria justo comenzar
siempre por el mismo nifio? ;Por qué?

¢) (Conoces otras formas de echar a suertes?

d) (Podriamos poner los nombres de cada nifio en un papel y elegir uno al azar? ;Qué significa
elegir al azar? ;Como lo harias? ;Es mas facil que salga el nombre de un nifio o de una nifia?

3.2. Experimentacion y estimacion frecuencial de probabilidades

En este tipo de actividades se proporciona a los alumnos algunos dispositivos
generadores de resultados aleatorios, como dados, monedas, fichas, ruletas, etc. La
finalidad sera que los alumnos experimenten y adquieran una experiencia de lo
aleatorio, incluyendo la observacion de la imprevisibilidad de resultados, la variabilidad
de las pequefias muestras y la convergencia gradual a la probabilidad tedrica. Sera
necesario que el profesor organice la recogida de datos, la representacion grafica de los
resultados y la discusion de los mismos. Se animard a los alumnos a expresar sus
creencias previas sobre los fendmenos aleatorios y a contrastarlas con los resultados
experimentales. La recogida de datos, organizacion en tablas y representacion grafica
permite conectar este tema con la estadistica.

Actividad 2:

a) Imagina que estds jugando al parchis con un amigo. Para poder comenzar a mover la ficha es
preciso obtener un cinco, pero tu amigo prefiere que se le exija obtener un 3, porque piensa que de
este modo tiene ventaja. /TG que opinas? ;Puedes dejarle que comience a mover la ficha cuando le
salga el 3, o es preciso que los dos juguéis a obtener el mismo nimero?

Otro compaiiero sugiere que hagais un experimento para resolver la discusion. Piensa que de
este modo se puede saber quién tiene ventaja.

Fijate en la tabla que te presentamos a continuacion. Trata de adivinar cuantas veces,

756




Probabilidad

aproximadamente, saldra el 3 y cuantas el 5 si lanzas un dado 24 veces. Escribe este niimero en la
columna "nimero esperado de veces".

Resultado | Recuento | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa | N° esperado de veces
1
2
3
4
5
6
Total 24 1 24

b) Lanza el dado 24 veces y anota los resultados en la tabla. El nimero de veces que sale cada cara
del dado es su frecuencia absoluta. Si dividimos dicho niimero por el nimero total de lanzamientos
(en este caso 24), obtenemos la frecuencia relativa de ese suceso. Calcula la frecuencia relativa de
obtener 5 y la de obtener 3. ;Cual es mayor?.

c) El profesor mostrara en la pizarra los resultados de toda la clase. Preparara con ellos una tabla y un
grafico de barras. Compara estos resultados con los vuestros y con la estimacion que habéis hecho.

d) Con el fin de apreciar la ley de estabilidad de las frecuencias relativas y comparar los valores de la
probabilidad asignados segun la regla de Laplace con el correspondiente concepto frecuencial, se
recogeran todos los resultados de los distintos grupos en una hoja de registro como la siguiente:

Suceso observado:

Pareja N° N°de Frecuencia| N° de experimentos Frecuencia Frecuencia
experimentos | absoluta acumulados (N) acumulada (A) | relativa (A/N)
1
2

e) En un diagrama cartesiano se representaran los puntos (N,A/N), nimero de experimentos
acumulados, frecuencia relativa. A pesar de que la ley de estabilidad de las frecuencias relativas es
valida solo cuando n crece indefinidamente, los alumnos podran apreciar una cierta regularidad o
tendencia hacia el valor asignado "a priori", aunque el nimero de experiencias de clase sea limitado.

1
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3.3. Construccion de dispositivos aleatorios

En esta actividad se proporciona a los alumnos cartulina, tijeras y pegamento para
construir dispositivos aleatorios con resultados equiprobables y no equiprobable. La
finalidad es que los alumnos distingan los casos en que es posible o no es posible aplicar
el principio de indiferencia. Asimismo, les permitira apreciar la utilidad de la estimacion
frecuencial de la probabilidad en aquellos casos en que no puede aplicarse dicho
principio. En la construccion de estos generadores aparecen conexiones con otros temas,
como poliedros regulares y no regulares, desarrollo de poliedros, sector circular.
Alternativamente estas actividades podrian plantearse en el estudio de los citados temas.

Actividad 3.
Un dado ordinario se puede construir recortando en cartulina el siguiente perfil

Figura 2

1) Construye un dado recortando en cartulina este perfil, pero numera dos caras con el
numero 5 y ninguna con el 1.

2) Experimenta con este dado. Enumera, para este caso, el conjunto de todos los resultados
posibles. ;Cuales son sus probabilidades?

3) Construye un dado, recortando en cartulina el perfil dibujado. Pega un pequefio peso en la
cara del 1, por ejemplo, un boton. De este modo hemos construido un dado sesgado.;Qué
consecuencias tiene el hecho de que una cara del dado pese méas que las restantes? En este
caso, obtener un 1, ;es mas, menos o igual de probable que antes? ;Puedes construir un
dado sesgado de tal manera que casi siempre salga el 5?

4) Construye dados sesgados y no sesgados que tengan mas de 6 resultados posibles. En las
figuras  adjuntas presentamos algunos poliedros
regulares. Construye dados sesgados y no sesgados _
con estos poliedros regulares. ;Cuales son los /")
poliedros regulares con los que puedes construir dados % . )
no sesgados? ;Podrias construir un dado no sesgado 4
con un poliedro no regular?

Actividad 3:

Construye una ruleta como la que representamos a continuacion. So6lo necesitas un trozo de
cartulina, un compas para trazar el contorno circular, un boligrafo como eje de giro y un clip
sujetapapeles parcialmente desenrollado.

a) Da un empujon al clip y observa en qué zona se para. Si se detiene en la zona rayada
decimos que ha ocurrido el suceso simple R; si se para en la blanca ocurre el suceso simple
B. El conjunto de todos los sucesos elementales es, por tanto:  E ={ R, B}
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b) Si tiramos 40 veces, ;alrededor de cuantas veces ocurrira R?; ;y B?
¢) Haz este experimento con un compaiiero y completa la tabla siguiente:

\/

Figura 3
Suceso Recuento N° de veces | Frecuencia | N°de veces
obtenidos relativa esperado
R
B
Total 40 1 40

d) Compara tus resultados con los de los otros companeros.
¢) Asigna probabilidades a los sucesos Ry B:  P(R) = ; P(B) =
f) Inventa juegos de azar basados en los resultados de lanzar las ruletas que reproducimos a

continuacion
L i) h
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3.4. Recursos en Internet

1. ;(Cuales son tus posibilidades?
http://nces.ed.gov/nceskids/probability/dice handler.asp

Permite experimentar el
lanzamiento de dos dados.

Se puede elegir el nimero de
lanzamientos y se representan
los resultados de dos formas
diferentes:

Mediante una tabla con las
frecuencias de cada uno de
los resultados posibles en
el experimento;

Con un diagrama de barras
de la suma de los dos
dados (frecuencias
absolutas y porcentajes.

Se puede aumentar el nimero
Diel Die2 Rolls Diel | Die2 Rolls Diel Die2 Rolls | 4. experimentos y acumular
. . 1 o . 0 el e 7 |los resultados.
: : . — . Este experimento permite
vk 0 S, 1 S 2 |plantear preguntas de
R O KIS 1 prediccion sobre cuales sumas
- S - son mas 0 menos probables al
*oee 3 S| ofe « 2 |lanzar los dos dados y
. S PO e, contrastar estas predicciones
- i - 0 e 0 con los resultados. También
AN - o &2 1 |sirve para analizar el “sesgo de
0 e s s equiprobabilidad” comparando
* ' 0 ool L7 0 - " 0 |las posibilidades de que los
A | U | it .° o |dosnumeros sean iguales o
. - — . — - diferentes.
Lt 1 s e b 0 $8 L 2
el 0 v -2 0 i8 hed 1
Lol 0 el bt 1 id bl 2
. EE 1 .. EPo0 $d OE2 1

Este experimento podria primero realizarse en la clase con dados reales. Los nifios
trabajarian por parejas con dados de diferente color (para diferenciar el orden de los
mismos) y anotarian sus resultados en una tabla similar a la anterior. Deberian calcular
el valor de la suma en cada uno de los casos posibles. Con los datos de toda la clase, se
realizaria la grafica en la pizarra para discutir cual o cudles sumas son mas probables.

760



Probabilidad

2. (Es mejor cambiar?
http://matti.usu.edu/nlvm/nav/frames_asid 117 g 1 t 5.html

[ a]=]
o E@ Permite experimentar con una

variante del problema de las tres
puertas que consiste en lo

conservar la eleccion inicial?

siguiente:
Wew Game ' Hay que adivinar cual, entre trgs
A i cartas es un Rey. Una vez elegida
L i : una de las cartas, se ensefia una de
Lol i las dos restantes (siempre una carta
diferente del Rey).
; s
St ‘ v l Antes de levantar la carta elegida
v - se ofrece la posibilidad de cambiar
Exphmation t l a la otra carta que todavia no ha
T E sido descubierta. ;Cudl es la mejor
GamesFlayed 2 | Won |0 e[ 2 = . estrategia, cambiar de carta o

“Wen |0 %Lest 100
Se trata de pensar antes de comenzar el juego las posibilidades que tenemos y adivinar cual es la
mejor estrategia. Seguidamente se experimenta el juego con la estrategia elegida o bien con las
dos estrategias y se revisa la prediccion inicial si es necesario.

Finalmente se trata de razonar por qué la estrategia en cuestion da una mayor probabilidad y
también el por qué nos engafan nuestras intuiciones sobre la probabilidad.

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Uno de los estudios mas completos de evaluaciéon de la comprension de la idea de
probabilidad en los nifios es el de Green. A continuacion incluimos algunos de sus
itemes que contemplan tres aspectos diferentes:
El lenguaje de probabilidad: comprension de los términos que usamos para
referirnos al azar y la probabilidad.
Razonamiento combinatorio: capacidad de enumerar todos los casos en un
experimento aleatorio.
Razonamiento probabilistico propiamente dicho.

Item 1. Escribe una palabra o frase que signifique lo mismo que:
a) Imposible

b) Posible

c) Igual posibilidad

d) Poca posibilidad

e) Muy probable

Este es un item de lenguaje y el orden de dificultad es el siguiente: a) b) d) e) c) para
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los nifios de 11-12 afios. Los porcentajes de acierto varian entre el 80% en la parte a)
y el 50% en la parte c).

Item 2. En una clase de matematicas hay 13 nifios y 16 nifias. Cada nombre de los
alumnos se escribe en un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero
y el profesor saca uno sin mirar. Sefiala la frase correcta:

a) Es mas probable que el nombre sea de un nifio.

b) Es mas probable que el nombre sea de una nifia.

c) Esigual de probable que el nombre sea de un nifio o de una nifia.
d) No lo se.

Este es un item de razonamiento probabilistico y evaluia la comprension de la regla
de Laplace que en este caso no se aplica al ser los sucesos no equiprobables. El
indice de aciertos en los nifios de 11-12 afios es el 63%.

Item 3. Cuando se lanza un dado, ;qué nimero o nimeros son mas dificiles de obtener?
(0 son todos iguales?

Este es un item de razonamiento probabilistico y evalua las creencias subjetivas de
que algunos niimeros son mas dificiles de obtener que otros. Aproximadamente el 20%
de los nifos de entre 11-12 afios piensan que al lanzar un dado el cinco es el nimero
mas dificil de obtener.

Item 4. Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana un euro si el dado sale 2, 3, 4,
5 0 6. ;Clanto debe ganar Esteban para que el juego sea equitativo.

Este es un item de razonamiento combinatorio y también evalla la comprension de
la idea de juego equitativo. Solo el 45% de los chicos entre 11 y 12 afios sabe resolver el
problema.

Item 5. Se pidio6 a algunos nifios lanzar una moneda 150 veces. Algunos lo hicieron
correctamente. Otros hicieron trampas. Anotaron con la letra C la aparicion de una cara
y con + una cruz. Estos son los resultados de Daniel y Diana:

Daniel: ct+ct++cct++cct+ctct+ct++ctecct+++cecct+ct+ct+ct+ct+cecteect
ct+ctcet+++cct+ct+ct++cctct+cetcttcectcctet++ct++cect+ct++
ct+ctcet+ct++cetctct+cecetcct+ctct+cect++ctt++ctct++cecct+

Diana: +cct+++ct++++ctcct++cctect++cctecct+++ct++++++ctetctct

+++cceccetecctetcecteeccetccct+ecctetcecceccecctct
cceceect+++++cecct+ctetcectectcct+++++ctect+cect++cee
(Hicieron trampas Daniel o Diana? ;Por qué?

Este es un item de razonamiento probabilistico y solo el 30 % de los nifios da la
solucion correcta (Diana). Los resultados no mejoran en los adultos quienes dan
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respuestas parecidas. Se supone que Diana hace trampas porque la serie tiene rachas
largas, sin embargo, esto es lo que suele suceder en una serie de resultados aleatorios.
Es interesante que los nifios, sin embargo, pueden mostrar muchas ideas correctas
sobre probabilidad con este item, por ejemplo:
Contar las caras y cruces en cada secuencia y comparar con el resultado tedrico %-.
Argumentar que los resultados aleatorios con impredecibles.
Argumentar que la secuencia de Daniel es demasiado ordenada para ser aleatoria.

Item 6. La probabilidad de que nazca un varon es 1/2. A lo largo de un afio completo,
habra mas dias en los cuales al menos el 60% de los nacimientos corresponden a
varones:

a) en un hospital grande (100 nacimientos al dia)

b) en un hospital pequeio (10 nacimientos al dia)

¢) no hay ninguna diferencia.

Este item es de razonamiento probabilistico y evaliia la comprension del efecto que
el tamafio de la muestra tiene sobre un experimento aleatorio. Sabemos que la
probabilidad de nacer varon es '2. Este resultado puede variar, pero es mas probable que
varie en una muestra pequefia, porque es menos fiable. Por tanto, la respuesta correcta
es la b). De nuevo, tanto nifios como adultos fallan en este item, donde el indice de
aciertos es solo el 20%.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisis de textos escolares. Diseno de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de matematicas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizaste personalmente, o bien los de
algiin familiar o amigo).

1. Busca ejemplos y ejercicios relacionados con las ideas de azar y probabilidad
Identifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencialmente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en el disefio las lecciones propuestas para los
cursos 5°y 6° de primaria.

5.2. Analisis de items de evaluacion y disefio de situaciones didacticas
A. Analizar los conceptos matematicos puestos en juego en los items siguientes y estudiar
las posibles interpretaciones erroneas del enunciado asi como las posibles concepciones

que lleven a una respuesta erronea.

B. Disenar una situacion de aprendizaje que permita concienciar a los alumnos de sus
ideas erroneas respecto a estos problemas.
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Item 1. La probabilidad de que un nifio nazca varon es aproximadamente 1/2.
(Cual de las siguientes secuencias de sexos es mas probable que ocurra en seis
nacimientos?

a) VHHVHYV; b) VHHHHYV; c) las dos son igual de probables.

Item 2. En dos cajas, etiquetadas como A y B, se introducen las siguientes
cantidades de canicas rojas y azules:

Caja Rojas Azules
A 6 4
B 60 40

(Cuadl caja da mas probabilidad de obtener una bola azul?

Item 3.
a) Al lanzar dos dados, ;qué es mas probable obtener, 5 en ‘ ‘

uno y 6 en otro, o 6 en ambos dados?

b) Al lanzar una moneda, ;qué es mas probable obtener,

cara en una y cruz en otra, o cara en ambas? (] / . ° >
c) Al lanzar dos dados, ;qué es mas probable, obtener el

mismo numero en los dos, o diferentes niimeros?

Item 4. Responde si estas de acuerdo con las siguientes afirmaciones y por qué:

a) José procura entrar en clase, cada dia, poniendo primero el pié¢ derecho. Cree que
esto aumenta sus posibilidades de obtener buena nota.

b) Lola rellend en cierta ocasion un boleto de loteria con los siguientes numeros: 1,
7, 13, 21, 22, 36, y resulta que gand. Como consecuencia piensa que debe jugar
siempre el mismo grupo de nimero, porque de este modo ganara.

c) Olivia y Juana van a comprar un billete de loteria y s6lo quedan dos ntimeros: el
123456 y el 378146. Olivia prefiere jugar al primero porque dice que es mas
facil que en un sorteo resulten los nimeros consecutivos. Juana, por el contrario,
opina que la loteria es algo azaroso y, por tanto, el nimero 378146 tiene mas
posibilidades de salir.

d) Pedro ha participado en una loteria semanal durante los dos ultimos meses.
Hasta ahora no ha ganada nunca, pero decide continuar por la siguiente razon:
“La loteria es un juego basado en la suerte, a veces gano, a veces pierdo. Yo ya
he jugado muchas veces, y nunca he ganado. Por lo tanto, estoy mas seguro que
antes de que ganaré en alguna partida proxima”.

5.3. Analisis de entrevistas a nifios

Considera el juego siguiente:

Te propongo un juego, y tu me dices si es justo o no: Con una baraja, vamos a jugar
con las siguientes reglas: Sacamos una carta. Si sale una carta de oros, tu ganas 1 pts.

y si sale una carta de otro palo distinto, yo gano 1 pts. /Es justo?

Analiza la siguiente entrevista a un nifo, indicando si su razonamiento es correcto
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J.M (10 aiios, 11 meses): No, no, porque tu lo tienes mas facil. Si a ti te sale una de
bastos, te la llevas, te sale una de copas, te la llevas, te sale una de cualquier cosa que
no sea oros y te la llevas.

E: Entonces, ;como cambiariamos el premio para que fuese justo?

J.M: Pues, que cada uno se lleve dos palos.

E: Bueno, pero en vez de cambiar las reglas de las cartas, vamos a ¢ ambiar el dinero
del premio.

J.M: Pues, tu te llevas una y yo me llevaria tres.
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