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1. Objetivos
OBJETIVOS:

Esta unidad tiene como objetivo principal el uso y manejo de la vista grafica de GeoGebra en 3 Dimensiones.

Uno de los trabajos mas complicados en el aula de matematicas es conseguir que los alumnos y alumnas
entiendan los cuerpos y elementos en el espacio ya que plasmamos en 2 dimensiones lo que esta en 3D.
Gracias a esta vista de GeoGebra se pretende que el alumnado de ESO y bachillerato tengan una vista
dinamica de lo que ocurre con los elementos en el espacio.

Los objetivos que se pretenden alcanzar a lo largo del médulo son:

e Utilizar la vista grafica 3D de Geogebra.

¢ Trabajar con las herramientas especificas de la vista grafica 3D.

® Presentar los datos paralelamente en distintas vista graficas.

e Trabajar en el aula con poliedros y cuerpos de revolucion.

e Usar Geogebra para la representacion de problemas espaciales con planos, rectas y puntos.

2. Vista Grafica 3D

Dentro del menu Vista, ademas de las vistas con las que hemos trabajado hasta ahora, podemos activar
Gréficas 3D. Si cerramos el resto de vistas encontraremos la siguiente ventana:
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Entrada:

También se accede a ella desde la Barra Lateral de Apariencias, seleccionando ) Graficas 3D.

Aqui disponemos de una nueva barra de herramientas en la parte superior con los botones Deshace / Rehace
en el extremo derecho.

Bajo la barra de herramientas encontramos la barra de estilos de la Vista Graficas 3D, que estd compuesta por
los siguientes botones:

-

3. Barra de Estilos 3D.

La Barra de Estilo de la Vista 3D permite decidir sobre el entorno (xOy-plano, cuadricula) y efectos de
herramientas y objetos.

s .
T v v v v v

Con el correspondiente boton se activa esta Barra que, ademas de la generales, ofrece las alternativas
propias de la Vista 3D:

. Muestra/ Oculta los Ejes: ademas de los ejes de coordenadas afecta al plano xOy.
. Muestra/ Oculta la Cuadricula: ademas de la cuadricula afecta al plano xOy.

° Muestra/ Oculta el plano XY.

. Vuelve a la vista usual.

° + Cambia la Captura Puntual opera tal como se explicard en Captura de Punto.

. + alternar la rotacién automatica de esta vista.

. v establecer la direccién de esta vista.

. + Tamano de la caja de recorte: Se puede adaptar la medida del cuadro de recortes.

o v elegir el tipo de proyeccion:
o Paralela
o Perspectiva
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o xy Para anteojos 3D
o Oblicua

En la version web o para Tablet se puede incluso:

e : anadir vistas adicionales en la ventana de GeoGebra.
e % abrir el Cuadro de Ajustes..

4. Barra de Herramientas 3D

La Barra de herramientas 3D ofrece diversas Herramientas para, con el ratén, poder crear representaciones tri-
dimensionales de objetos en la ) Vista 3D.

Cada icono de la Barra de Herramientas representa una Caja que contiene una seleccion de las herramientas
similares. Se abre cada caja pulsando en la flechita inferior izquierda (versién de escritorio) o en la que
encabeza la barra (versién web o para Tablet).

Y [ S SR PR

Las herramientas de la #) Vista 3D esta organizadas segun la naturaleza de los objetos resultantes o del tipo

de funcién que efectldan.
Tenemos las siguientes herramientas que, pinchando sobre ellas, podemos acceder a su explicacién detallada.

(Los links dan acceso al manual oficial de Geogebra)

e e | P 8 - .:Q. @ & | " |asc <

\ L
, . i allnterseccién Esfera
Elige y . . Circunferenci Plano por i Simetria Rota vista
Punto Recta |PerpendicularPoligono| . 2 Piramide |centro-| Angulo Texto|
mueve| eje-punto tres puntos especular grafica 3D
superficies punto
— ’ cm
A < = % \ N
. e —? = i
i / —_— I :
Circunferencial Esfera|Distancial
Punto en Simetria Desplaza vista
Segmento| Paralela centro-radio- Plano Prisma |centro- o
objeto axial gréfica
direccion radio | longitud

o« \ PY cm? N
X ‘Z. g Q A Pirdmide Eﬁ : @\

Segmento Circunferencia
Plano o cono . Simetria
Interseccion| longitud Bisectriz por tres Area Acercar
perpendicular| desde su central
dada puntos
base

..° 5 o) .} -t Cﬁ% P Q

o Prisma o

Medio o Arco de Plano cilindro Rotacion
Semirrecta| Tangentes . . Volumen Alejar
centro circunferencia paralelo | desde su axial
base
D
{/ P O /} pe
Limita/liberal Arco tres Mostrar/ocultar]
Vector Recta polar Cono Traslacion
punto puntos objeto
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Vector Lugar Sector circul Mostrar/ocultat
ector circula Cilindro Homotecid
equipolente geométrico etiqueta
Sector tres Copiar estilo
Tetraedro
puntos visual
y .
= Y
), Lyl w
Elipse Cubo Borra
\.. ~ /
o'"\.. 1_3 ®
Hipérbola Desarrolid Vista frontal
Parabola
Conica por
cinco puntos

5. Desplazamientos en 3D.

Cuando creamos un punto con la herramienta

.A , al desplazar el puntero del ratén sobre la zona del plano

xOy, adopta una representaciéon en cruz <3

Un clic en el lugar deseado permite crear un nuevo punto en el plano xOy

Cada punto creado puede desplazarse con la herramienta [% Elige y Mueve, en el plano horizontal o vertical,

haciendo clic en el botén izquierdo del ratén cambiamos el tipo de movimiento.
o horizontal s,

o vertical ©

En el movimiento podra verse su proyeccién vertical acorde a sus desplazamientos tridimensionales

En la Vista 3D, se puede usar el teclado para mover objetos, empleando las teclas de flecha Arriba para elevar
el objeto y Abajo para moverlo hacia abajo.

Entrada Directa via Barra de Entrada
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La Vista 3D admite puntos, vectores, rectas, segmentos, semirrectas, poligonos, circunferencias y cénicas en el
sistema de coordenadas tridimensional.

Ademas de usar las Herramientas 3D de la Barra se puede, directamente, ingresar la expresion algebraica de
estos objetos en la Barra de Entrada.

Para crear puntos se puede hacer desde la barra de entrada de dos formas:
e Con sus tres coordenadas cartesianas A=(1,2,5)

e Con sus tres coordenadas esféricas A=(1 ; 45°;60°) (estas coordenadas requieren los valores
correspondientes a recta-longitud-latitud)

Ademas, se pueden crear superficies y planos, asi como solidos geométricos (piramides, prismas, esferas,
cilindros y conos).

Rotacion del Sistema de Coordenadas

Se puede rotar el sistema de coordenadas usando la herramienta :€> , Rota la Vista Grafica 3D, y arrastrando

el fondo de la #) Vista 3D. Alternativamente, se puede arrastrar a la derecha el fondo para rotar el sistema
de coordenadas de la Vista 3D.

Para que continle la rotacion del sistema de coordenadas al soltar el ratén o mouse, se puede recurrir a la
opcion , Inicia Rotacién de la Vista, y a , Detiene Rotacion de la Vista, en la Barra de Estilo de la Vista

3D.

Vista frente al Objeto

La herramienta /© , Vista frontal, permite ver el sistema de coordenadas desde el punto de vista frontal al

objeto seleccionado.

6. Aplicaciones al aula.

Aqui veremos algunas de las apilcaciones de Geogebra en 3 Dimensiones que se pueden llevar al aula.
Se va a trabajar en los siguientes puntos:

e Uso de Geogebra 3D en construccion de poliedros.
¢ Figuras de revolucion con Geogebra 3D.
e Uso de 3D para problemas de planos, rectas y puntos en el espacio.

6.1. Poliedros.

Varios de los problemas que encontramos desde 5° de primaria con los poliedros son sus desarrollos y
el calculo de sus areas y volumenes.

Ejemplo:

Vamos a crear un prisma regular de base triangular de 3 cm de lado y 5 cm de alto. Para ello tenemos
varias opciones:

1. Abrimos la # Vista Graficay la & Graficas 3D (para una mejor vision del poliedro se recomienda
ocultar los ejes en la Vista Grafica y los ejes y el plano en la Graficas 3D) . En la Vista Grafica

a

elegimos la herramienta [ ,Segmento de longitud dada, pinchamos en la pantalla y en el

&

cuadro de didlogo que aparece escribimos 3.Seleccionamos la herramienta '.Po//'gono regular
y pinchamos sobre Ay B y elegimos el numero de lados (en nuestro caso 3). Este triangulo

aparece también en la vista 3D. Ahora sobre la Vista 3D elegimos la herramienta fu , Prisma o

Cilindro desde su base, luego seleccionamos el triangulo y escribimos la altura en la ventana
emergente (en nuestro caso 5).

https://educacionadistancia.juntadeandalucia.es/profesorado/mod/book...
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2. Podemos crear los puntos en la barra de entrada, introducimos A=(0,0,0), B=(3,0,0), y C=(0,0,5).
Luego con la herramientas ! » Poligono regular creamos el triangulo equilatero sobre Ay B,

.

o
con la herramienta Ij Prisma en la vista 3D seleccionamos el poligono y el punto C.

3. Podemos crearlo todo desde la barra de entrada, creamos los puntos A y B como en el apartado
anterior y escribimos Poligono[A, B, 3] con lo que tenemos creado el triangulo equilatero e
introducimos Prisma[poligonol, 5] (donde poligono1 es como se ha llamado nuestro
triangulo y 5 es la altura).

Para ver su desarrollo es tan sencillo como elegir la herramienta m@« , Desarrollo, y seleccionar el

prisma creado. En la p/ Vista Grafica se crea un deslizador que, al moverlo, muestra el desarrollo de la
figura lentamente sobre la Vista Grafica 3D.

Ahora vamos a crear dos casillas de control para mostrar el area y el volumen del prisma.

Calculamos el area total del prisma escribiendo en la barra de entrada (sumando los nombres de las
caras que tiene el prisma creado y que podemos ver en la vista Algebraica. Comprueba los que has

obtenido)

Entrada: sup=2*caraEFG+caraABFE+caraADGE+caraBDGF

Ahora elegimos la herramienta ABC , Texto, y escribimos la férmula seleccionando los objetos. Luego

creamos una Casilla de Control (esta herramienta no esta en la vista 3D) donde escribimos
"Superficie del prisma ="y hacemos que muestre u oculte este texto.

. . . . sm? 4 .
Para calcular las superficies también podemos usar la herramienta ’ D/]’ Area, y pinchamos sobre

cada una de las caras del prisma (es mas sencillo hacerlo sobre el desarrollo de la Vista Grafica).

.y J
Hacemos lo mismo para el volumen utilizando la herramienta “ﬁ‘ﬁ , Volumen, de la vista 3D y

pinchando sobre el prisma.

o GeoGebra - olR
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
A ° N | ° A = °
k ° | / \.\ ! “\' QT) . 0'-‘ ."3&-» ﬁ é' o\ ABC 4%'
» Vista Grafica X| | ¥ Graficas 3D X
1

\/ Superficie del prisma= 2 % 3.9 + 15 + 15 + 15 = 52.79

\/ Volumen del prisma= 19.49

Actividad:

Realiza una actividad similar con una piramide de base cuadrada de lado 3 y altura 6 cm.
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6.2. Cuerpos de Revolucion.

Entre los cuerpos de revolucidn que se trabajan en el segundo ciclo de primaria, ESO y Bachillerato se
encuentran los conos, cilindros y la esfera.

Vamos a trabajar el calculo de areas y volumenes y la generacion de estas figuras.

Ejemplo 1:

Vamos a crear un cono de radio 2 cm y altura 4 cm. Para ello podemos utilizar varias opciones al igual
que en la creacion del resto de sdlidos:

1. Abrimos la vista & Graficas 3D.

. : : . , A
Creamos un punto que sera el centro de nuestra circunferencia, elegimos la herramienta |-,

,Circunferencia (centro-radio-direccion) y seleccionamos, primero el punto y luego el eje Z, en el
cuadro de dialogo que aparece escribimos el radio (2 en este caso). Ahora elegimos la herramienta

f\b , Piramide o Cono desde su base, luego seleccionamos la circunferencia y escribimos la
altura en la ventana emergente (en nuestro caso 4).

Ocultamos los ejes y el plano pinchandoen | 'y  en la barra de estilos 3D.

2. Podemos crear dos puntos en la barra de entrada que seran el centro del cono y su vértice.
Introducimos el centro A=(1,1,0) y el vértice B=(1,1,4). Con la herramientas (; , Cono, pinchamos

primero el centro, A, y luego en el vértice, B. En el cuadro de dialogo emergente escribimos el radio de
la base del cono (en este cado 2).

3. Podemos crearlo todo desde la barra de entrada, donde tenemos dos opciones:

e Cono[ <Punto>, <Punto>, <Radio> ] creamos los puntos A y B como en el apartado anterior y
escribimos Conol[A, B, 2].

e Cono[ <Circulo>, <Altura> ] creamos el punto A y una circunferencia con CircunferencialA, 2]y
escribimos Cono[C 4].

. . . cm?
Para calcular el volumen simplemente pinchamos sobre la herramienta 'H'ﬁ ,Volumen, y sobre el
cono.

DESARROLLO PLANO DEL CONO:

Geogebra no crea el desarrollo plano de los cuerpos de revolucion, asi que para mostrarlo en el aula
podemos hacerlo manualmente:

Abrir la vista @ Gréfica y la vista 4 , Gréficas 3D. Creamos un cono con los datos anteriores. Con la

herramienta A , Punto, marcamos un punto de la circunferencia de la base, C y, con la herramienta

o
:y Distancia o longitud, en la vista Graficas 3D, medimos la distancia entre ese punto y el vértice

del cono. En la vista algebraica aparece un niumero llamado distanciaCB (distancia entre los puntos
C y B), esa es la medida de la generatriz del cono.

a_ms
o

Enla # Vista Gréfica, con Segmento de longitud dada, pinchamos sobre el punto C de la

circunferencia y en el cuadro de didlogo escribimos distanciaCB.

@ Segmento de longitud dada n
Longitud
distanciaCB o
OK Cancela
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El extremo del segmento creado, D, sera el centro del sector circular que representa el desarrollo plano
. . . . ° 4 . .
del cono. Para dibujarlo elegimos la herramienta Q8 Angulo dada su amplitud, y seleccionamos el

punto de la circunferencia, C, el centro del sector, D y como amplitud pondremos 360°*r/g (r es nuestro
radio (2) y g lo que mide la generatriz (distanciaCB)). Aparece asi un nuevo punto C'.

¥ Angulo dada su amplitud ]
Angulo
360°*2/distanciaCB o

(® sentido antihorario

() sentido horario

OK Cancela

Con la herramienta Q Sector circular creamos el lateral del cono pinchando en los tres puntos que
lo forman (primero en el centro, D, luego el punto de la cirunferencia, C y por ultimo el punto que

-m2 e
aparece del angulo, C'). Ahora con la herramienta wlllﬂ , Area, pinchamos sobre el circulo y el sector y

sélo hay que sumarlas.

v Vista Grafica X| | ¥ Gréficas 3D

, v v v v \ g v

Volumende a= 16,76

/.*"“l ; Areade e =281
£ 3
;' R e : 0

' o
Areadec=1257

Ejemplo 2:

Vamos a construir la generacion de la esfera.

Abrir la vista 5& Gréfica y la vista & , Graficas 3D.

En la barra de estilos 3D elegimos vista frontal del plano XY o con la herramienta E.G) , Rota Vista
Gréafica 3D, giramos hasta tener el plano XY frontal.

Creamos un punto, por ejemplo A=(1,0 0) en la barra de entrada, ahora creamos la recta paralela al eje
Y que pasa por A con la herramienta —*__, Recta Paralela.

Con .A , Punto, creamos un punto sobre la recta pinchando sobre ella, B.

Con la herramienta .-° , Simetria Central, creamos el simétrico del punto creado B respecto a A,
B'.
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Ocultamos los ejes en ambas vistas.

Hacemos un semicirculo con la herramienta Q , Sector Circular, pinchandoenun A, By B'.
Cerramos la Vista Gréfica.

Abrimos la 4 Vista Grafica 2, creamos un deslizador _2=2 que sea un angulo y lo llamamos rota.

En la barra de entrada escribimos Rota[ <Objeto>, <Angulo>, <Eje de rotacién> ], donde el objeto es
nuestro sector circular, el angulo es el deslizador y el eje es la recta creada, en este caso: Rota] c, rota,
f].

Aparece un sector ¢'. Entra en sus propiedades y selecciona Rastro |#| rasto . Mueve el deslizador y
se generara la esfera.

En & , Graficas 3D, creamos la esfera con la herramienta (-} Esfera dado su centro y un punto.
Ahora lo dejamos bonito, que no se muestren ni los ejes ni el plano en 3D, damos colores, podemos
escribir algun texto en la Vista Grafica 2, le afiadimos una casilla de control para mostrar y ocultar la

esfera.

o generar_esfera.ggb - o IEl

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

DEEENTERENEE

¥ Gréficas 3D ¥ Vista Grafica 2 X

v Dv Dv wv v |H> v

Muestra la esfera

Mueve el deslizador y observa
como se genera la esfera.

Puisa Ctri+F o aplica el zoom
y resetea la pantalla

“~

Entrada:

Actividad:

1. Realiza una actividad similar con un cilindro de 4 cm de radio y altura 7 cm.
2. Construye la generacién del cilindro.

6.3. Rectas y planos en el espacio.

En este apartado se veran algunas de las aplicaciones de la Vista 3D de Geogebra para el estudio de
las posiciones de los puntos, rectas y planos en el espacio.

1. DISTANCIAS EN EL ESPACIO.
Podemos utilizar las siguientes construcciones para el estudio de distancias en el espacio.

Pincha sobre las imagenes, descargalas y abre para visualizar estos ficheros.

Distancia de un punto a un plano

https://educacionadistancia.juntadeandalucia.es/profesorado/mod/book...
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€ distancia_de_un_punto_a_un_plano.ggb.zip = =l
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
i/l ll—allr——allr——=1l<—llr Nr—ll— S o
)88 S clsFHANEER
;!iv f.i(v \ g : v ®é L vl ! E& I | | ﬁ:v ® %
¥ Graficas 3D » Vista Grafica 2 o
\ Distancia de un punto
V] aunplano
1.Tomamos el vector normal
A
[ ] [:] al plano
2. Construimos la recta que

O pasa por el punto Ay cuyo
vector de direccion es el
normal del plano

3. Intersecamos el planoy q
O la recta. El punto resultante
es el de minima distancia.

(7] 4Hallamos la distanciade Aa B

distanciaAB = 3.97

Dados Alay, ay, az)

m:Ar+ By+Cz+ D=0

d(A,7) = |Aay + Bay + Cag + D)

VA*+ B+ C?
Entrada: | ®
Distancia de un punto a una recta
| 8] distancia_de_un_punto_a_una_recta.ggb-1.zip - B

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...

1T vl m . re 1 l—llr Al alil el 11 T 1 1 ) c

AL~ LA D=1 Il *||msc| 252

Al Rl AN =] o

¥ Graficas 3D » Vista Grafica 2

l_ ACY Dv ‘7" vl["ﬂ'

Distancia de un punto
% aunarecta
o 1.Elvector director de la

[7) recta es elvector normal
del plano perpendicular a
ellaporA 4

0 2. Construimos el plano con
el vectory el punto
3. Intersecamos el plano y la recta.
O El punto resultante es el de minima
distancia
/ 7 (7] 4. Calculamos la distanciade Aa B

— distanciaAB = 3.54
\“—M

Entrada:

| ®

Distancia entre dos rectas
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N oA./. /./ I>' er é ®
¥ Graficas 3D
fRiCH .

distancia_entre_dos_rectas.ggb.zip

% 4L
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- oEN

Abrir sesion...

| nec L
¥ Vista Gréfica 2
ACY

“®

Distancia entre dos rectas
""" que se cruzan

1.Se construye el plano que contiene
auna de las rectas y es paralelo
alaotra

2. Hallamos la distancia de ese plano
a cualquier punto de la recta, esa
es la distancia de las rectas

Distancia de dos rectas paralelas

1. Para calcularla basta con calcular
la distancia de un punto de unarecta a
la otra

Distancia de un punto a un plano

Dados A(ay, as, as)

7:Ar+By+Cz:+D=0

Aay + Bay + Cas + D
VA + B2+ 7

d(A, ) =

Entrada:

2. PROYECCIONES ORTOGONALES.

Las siguientes construcciones tratan sobre las proyecciones ortogonales de puntos.

Pincha sobre las imagenes, descargalas y abre para

visualizar estos ficheros.

Proyeccion Ortogonal de un Punto Sobre una Recta

@

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

v Gréficas 3D
ACY ’

proyeccion_ortogonal_de_un_punto_sobre_una_recta.ggb.zip

- oI

Abrir sesion...

Al OO Ll N fasc==2 ]l <)

» Vista Grafica 2

Proyeccion ortogonal de
un punto sobre una recta

1.Elvector director de la
recta es el vector normal
del plano perpendicular a
ella porA

2. Construimos el plano con
elvectory el punto

3. Intersecamos el plano y la recta.
El punto resultante es la proyeccién

Entrada:

Proyecciéon Ortogonal de un Punto Sobre un Plano
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[ ¥ proyeccion_punto_sobre_plano.ggb.zip el
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DRENYCE

¥ Graficas 3D
L fACy Dy Ov [T~

Abrir sesion...

i1l Wl 5 c
LNJred=zl b o s

v

» Vista Grafica 2

Proyeccion ortogonal
] de un punto sobre
un plano

1.Tomamos el vector normal
D al plano

2. Construimos la recta que
A
o D pasa por e! pun.tt'JAycuyo
vector de direccion es el
normal del plano q

3. Intersecamos el planoy
D la recta. El punto resultante
es la proyeccion.

Entrada:l | ®
Proyecciéon Ortogonal de una Recta sobre un Plano
(¥ proyeccion_ortogonal_de_una_recta_sobre_un_plano.ggb.zip = L=
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Gl A Q<[] = =
¥ Graficas 3D » Vista Grafica 2
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—— Proyeccion de una recta
sobre un plano

1. Tomamos el vector director
D de la rectay el normal del plano

2. Conun punto de la recta

D y los dos vectores hallados
anteriormente construimos
un segundo plano

0 3. Lainterseccion de los dos
planos es la recta proyeccion

Entrada: |

3. PUNTOS SIMETRICOS.

12de 13 15/02/2019 19:57



7.1. Geogebra 3D https://educacionadistancia.juntadeandalucia.es/profesorado/mod/book...

En las siguientes construcciones encontramos la obtencion de los simétricos de un punto en el
espacio.

Pincha sobre las imagenes, descargalas y abre para visualizar estos ficheros.
Simétrico de un Punto Respecto una Recta

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion...
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¥ Vista Grafica 3D » Vista Grafica 2
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e v Punto simétrico de otro
o respecto de unarecta
1. Tomamos el vector director

S de la recta que sera el normal
del plano perpendicular a ella

2. Construimos el plano que
pasa por Py es perpendicular
alarecta

3. Intersecamos el planoy
la recta. El punto M resultante
es el punto medio del segmento AA".

4. Calculamos el simétrico
sahiendo que

a+ad, a+d, ag+d
A% i o+ dy az+d,
. M= L, 2, !
= 2 2 2

. N 0 hien que

e OA'= OM+ AM

Entrada:

Simétrico de un Punto Respecto un Plano

Q simetrico_de_un_punto_respecto_de_un_plano.ggb IE]@

Abrir sesion...
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Punto simétrico de otro
 respecto de un plano

1.Tomamos el vector normal
al plano

2. Construimos la recta que
pasa por el punto Ay cuyo
vector de direccion es el
M normal del plano q
3. Intersecamos el planoy

la recta. El punto M resultante

es el punto medio del segmento AA"

I 4. Calculamos el simétrico
| sabiendo que
|
|

ay (l, a (l’ a tl'

" s+ dy ag+d,

M= L 2, !
2 2 2

: A e = omlad o0 hien que

OA'= OM+ AM

Entrada:

®

Las actividades de este apartado han sido realizadas por Miguel Pino Mejias
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