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RESUMEN

Empezamos analizando el concepto que los nifios y nifias, de edades comprendidas entre los
9y los 12 afos, tiene de "problema", contrastandolo con su forma de actuar en la resolucién
de éstos. Partiendo, entonces, de la realidad en la que desde el aprendizaje nos encontramos,
analizamos el como se enseia, discutiendo algunas ideas sobre la intervencion educativa. Los
datos que obtenemos de ambos analisis nos permiten sugerir métodos que incorporen necesa-
riamente razonamiento y creatividad. Terminamos, utilizando la "pregunta" —o mejor, el arte de
preguntar— como modelo didactico que canalice el aprendizaje para la resolucién de proble-
mas, entendiendo que resolver un problema es demostrar su solucién o ausencia de ésta.

PALABRAS CLAVE. Resolucion de problemas matemAricos. Educacion
Primaria. DidActica de Ia MaremArica. Mérodo y metodologia. Crearividad.

INTROducciOn

En las dltimas décadas, la preocupaciéon porque la resolucion de problemas fuese una acti-
vidad del pensamiento, ha generado una inquietud de bisqueda de solucién a un problema
que, cada vez mds, se presenta como "fracaso escolar". Siguen siendo actuales las indicaciones
del informe Cockcroft (Las matematicas si cuentan, 1985: 90-91) donde se acentda la utilidad
de las matematicas en la medida en que pueden ser aplicadas a la resolucién de problemas.
Anade lo importante que es ayudar a los nifos a comprender las nociones matematicas y a
reconocer el tipo de calculo o de procesos mentales que requiere una situacion problematica.
Sin embargo, veinte afos mas tarde, los datos recogidos revelan una incorrecta aplicacion de
los conocimientos a las situaciones problematicas y una elecciéon de estrategias en las que,
generalmente, interviene el azar y no el razonamiento; la impetuosa necesidad de llegar a
un resultado es lo que mds importa (Gaulin, 2001). La iniciativa, la creatividad, la concentra-
cion y la asimilacion de técnicas de base en la resolucion de situaciones, son practicamente
inexistentes y estan subrayadas por una reiteracion de movimientos apoyados en la imitacion
de intenciones vacias —-muchas veces no comprendida—, y, por lo tanto, desnaturalizada en los
procesos y resultados. La participacién, la autoestima y la seguridad del alumno, asi como el
gusto por la tarea mencionada, intervienen habitualmente de forma negativa.

(*) Profesor de Didactica de la Matematica. Centro de Ensefianza Superior "Don Bosco". Facultad de Educacion. Universidad
Complutense de Madrid.
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Alrededor del 70% de los individuos (Instituto Nacional de la Calidad y Evaluacién (INCE)),
presentan dificultades para la resolucion de problemas matematicos. Se observa en ellos la
tendencia general a imitar modelos realizados anteriormente, articulando preguntas que dejan
al descubierto su falta de seguridad y comprensién de conceptos basicos. Los disefos curricu-
lares subrayan la necesidad de pensar, como principio activo en la resolucién de problemas;
pero, esto es tan escaso en la practica como reconocido en la teoria.

Cada vez mas, la resolucién de problemas matematicos como actividad escolar, depende de
planteamientos metodolégicos adecuados que permitan generar ideas desde la observacion,
la imaginacion, la intuicién y el razonamiento logico. A este afan de comprension hay que
anadir la necesidad de extension, de los conceptos adquiridos, al entorno inmediato en el
que el alumno se desenvuelve, con el claro objetivo de aplicar correctamente las relaciones
descubiertas, y descubrir otras nuevas que aporten al conocimiento amplitud intelectual.

EL "PROBLEMA" EN EL PROBLEMA DEL QUE APRENDE

En mds de 400 casos se ha analizado el concepto que los nifios, de edades comprendidas
entre los 9 y los 12 anos, tiene de "problema", contrastandolo con su forma de actuar en la
resolucién de éstos.

De las investigaciones realizadas se obtienen cinco clases distintas en tanto a la relacién:
concepcién de "problema"-forma de actuar, en las que podemos incluir la generalidad de los
casos. Son las siguientes.

1. Acomodacion operativa con Necesidad de solucion

A esta clase pertenecerian aquellos alumnos que identifican problema con una determinada
forma de presentacion, en la que incluyen un conjunto de operaciones "disfrazadas". Estos
alumnos hacen operaciones con el fin de obtener un resultado cualquiera, y no el resultado.
Lo importante es llegar a una solucién, y tienen la seguridad de que ésta se recoge después
de hacer alguna operacién. Acomodan —en una estética de la composicion— algo que les haga
dar por terminado el problema. No estudian la solucion; expresan lo que han obtenido aunque
nada tenga que ver con lo que se les ha preguntado.

Algunas de las concepciones sobre "problema" expresadas por estos alumnos son las siguientes:

* "Una serie de palabras con nimeros y preguntas que hay que averiguar el nimero que
tiene que salir"

e "Lo que se resuelve con operaciones"

* "Una frase que se responde con ndimeros"

* "Un escrito que hay que resolver con sumas, restas, multiplicaciones y soluciéon"

2. Reflexion operativa

A esta clase pertenecerian los que admiten que un problema es algo que ayuda a pensar. No
obstante, esta clasificacién esta enmarcada en una complejidad; existen alumnos que admiten
que hay que pensar, pero no actdan pensando, y existen, también, los que son consecuentes
con lo que admiten. En este sentido, dentro de esta clase habria dos subclases: Reflexion
operativa consciente y Reflexion operativa inconsciente. Estarian en la primera de las subcla-
ses, aquellos nifios que reflexionan, razonando la estrategia que utilizan. Suelen ser dgiles de
pensamiento y creativos. Generalmente, terminan correctamente el problema y son capaces
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de explicar el proceso seguido. A la segunda de las subclases, pertenecerian aquellos sujetos
que saben que hay que pensar pero que no lo han asimilado en su forma de actuar; suelen
proceder de manera similar a la expresada en la clase 1 ~Acomodacién operativa...—

La concepcién de "problema" de todos estos alumnos es la misma, distinguiéndose, Unica-
mente, en su forma de actuar:

* "Algo muy pensativo que tienes que resolver"
e "Una situacion dificil que nos ayuda a pensar"

%. Sustitucion de contenido

Estos alumnos confunden el instrumento con su funcién. Entienden por problema un con-
junto de operaciones dificiles. Una operacién es un problema siempre que ésta sea dificil.
Generalmente, no llegan a la solucion. Dejan la resolucién del problema a medias. Lo dan
por terminado cuando aun no es asi; es el "hacer por hacer".

Utilizan expresiones parecidas a las siguientes para definir lo que entienden por problema:

¢ "Una divisién, una suma o una resta dificil".
e "Un lio de operaciones cada afo mds largas y mas dificiles".
* "Algo que nos dicen los profesores para aprender las cuentas".

4. Imitacion de iniciativas

A esta clase pertenecen aquellos alumnos que hacen bien, Gnicamente, lo que saben hacer.
No son creativos y se sienten felices con la reiteracién de ejercicios. Protestan cuando no se
han hecho problemas similares, descargando la responsabilidad en la ensefanza del profesor.
Mecanizan procedimientos a partir de asociaciones intuitivas, buscando imitar algo que se
haya hecho anteriormente. Son aquellos alumnos que no saben calcular el drea de un rec-
tangulo que aparece en posicién vertical, porque su mente siempre asocia un rectdngulo en
posicion horizontal.

Estos alumnos suelen expresar su concepcion de problema con un ejemplo o sefialando una
funcién practica; asi, podriamos encontrar formulaciones como las siguientes:

* "Es aprender lo que le falta de dinero"
* "Es cuando te dicen tengo 10 caramelos y te dan 8 ;cudntos caramelos tengo?"
* '"Es lo que sirve para aprender mucho"

7. NEGACION CONSCIENTE

Pertenecen a este grupo los sujetos que se han rendido ante la resolucion de problemas. Creen
que es algo inaccesible para ellos. Suelen dejar el problema en blanco, ni lo intentan. Aunque,
en ocasiones, se limitan a rellenar el espacio que se deja para su resolucién con un dibujo, o
copian algin dato del enunciado que expresan de distinta forma a como aparece en el pro-
blema. Asi, si en el enunciado del problema aparece, por ejemplo, el dato numérico 30, en la
resolucion aparece este dato como resultado de alguna operacién: 10 + 20 = 30.

La concepcién que estos alumnos tienen sobre "problema", la expresan con estructuras simi-
lares a las siguientes:

e "Una manera de complicarte la vida"
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e "Un rollo"

e "Un lio"

e "Algo dificil y aburrido"
Como se pude observar, después de haber analizado las cinco clases, una mejora de los
resultados indicarfa un considerable volumen de alumnos integrados en la clasificacién de la

Reflexion operativa consciente: "Lo que importa sobre todo es que el nifo aprenda a pensar.
Que obre por principios, de los cuales se origina toda accion" (Kant, 1803:39).

LA "RESOLUCION DE PROBLEMAS" EN EL PROBLEMA
DEL QUE ENSENA

En el terreno educativo, las estrategias de elaboracién se relacionarian con actividades tales
como intentar poner en relacién la nueva informacién con la que ya poseemos, hacerse
preguntas, utilizar analogias y modelos que ayuden a la comprensiéon (Gagné, 1991). Los
heuristicos de Polya (1992) o las indicaciones de las distintas fases y subfases de realiza-
cién de un problema, se podrian considerar estrategias de elaboracién para el aprendizaje
de la resolucién de situaciones problematicas. No obstante, no dejan de ser formulaciones
de reglas, imposiciones adscritas al qué se hace y como se hace con las que, en ocasiones,
no se consigue elaboracién alguna. Las estrategias de elaboracién deben permitir crear las
reglas, no seguirlas. Si se sigue la regla se habitda al alumno a actuar de una determinada
manera, pero jsabra qué hacer cuando esa regla no se pueda aplicar? Si se crean, en un con-
texto de investigacion y en un entorno de descubrimiento, se sabe por qué y para qué se han
creado, a partir de qué necesidad se han generado. ";Podria decirse: "Al calcular, las reglas
te parecen inexorables; sientes que sélo puedes hacer eso y no otra cosa, si quieres seguir
la regla?" Wittgenstein (1987: 279) El celo de explicar al nifio las distintas formas de hacer
anula, en cierto modo, la creatividad. Cuando el alumno sigue la regla, la informacion, "el ser
asi": en calculo, en situaciones problemadticas,... no sélo esta aprendiendo que "esto" es "asi",
sino que todo lo que no sea "asi", no es "esto". "Nuestra enfermedad es la de querer expli-
car" Wittgenstein (1987: 281). Es el alumno el que escribe los criterios, el que los codifica.
Nosotros codificamos sus cédigos en tanto a un lenguaje y simbologia matematica, en tanto a
una nomenclatura y unas formas cientificas de proceder, pero después, y sélo después de que
hayan sido por ellos descubiertos. La estrategia de elaboraciéon debe conseguir que el alumno
acceda a la construccion de criterios necesarios.

De lo que estamos hablando, entonces, es de la elaboracién causal de la estrategia de elabo-
racion. La diferencia consiste en que la estrategia de elaboracion pertenece al alumno, y la
elaboracién de actividades en las que estas estrategias sean posibles, al profesor. La funcién
de un programa de intervencién en el que se plantean una serie de actividades, no es la de
indicar las distintas formas de hacer éstas, sino la de favorecer, en el alumno, la creacién
de estas posibles formas de hacer.

Para Polya, la resolucién de un problema se apoya en cuatro fases: "Comprender el problema.
Concebir un plan. Ejecucion del plan. Vision retrospectiva" (Polya, 1992: 19). Como epistemo-
logia de la resolucién de problemas puede ser respetado, aunque sea ésta, actualmente —por
el caracter de la ensehanza/aprendizaje— incompleta. Como estrategia de elaboracién para
el alumno, inaceptada. La informacién de estas fases Ginicamente nos advierten de las partes
del proceso de elaboracién, que no podemos confundir con la estrategia que forma parte del
proceso creativo. Por un lado, entonces, lo externo a la realizacién; por otro, lo intelectual.
Supongamos que para andar se deben realizar cuatro fases, a saber: " Querer moverse. Estar
de pie. Avanzar una pierna con respecto a la otra. Avanzar la otra, respecto a la primera".
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sTodos los que no supiesen andar, aprenderian de esta manera? Esto podria ser lo externo de la
realizacién del andar. Pero, ;s6lo hay que considerar lo externo? ;Y el cerebro? ;Y el sistema
nervioso? ;Y la madurez del individuo? ;Logra andar el que realiza esas cuatro fases?

Analicemos: "Comprender el problema". Es evidente la necesidad de su comprensién para
poder llegar a resolverlo. 1) Existen alumnos que lo resuelven perfectamente. Es l6gico
suponer que lo han comprendido. 2) De los que no lo resuelven, algunos de estos: a) Lo
comprenden; otros: b) No lo comprenden. ;Qué necesidad, como estrategia de elaboracion,
tenemos de informarle al alumno que para resolver el problema es necesario comprenderlo?
El que lo comprende lo comprende sin decirle que es necesario comprenderlo. El hecho de
comprenderlo no implica saber hacer el problema. Y, en el hecho de saber hacer el problema
estd implicita su comprension. Los alumnos que no comprenden el problema no lo van a
comprender porque les informemos de lo necesaria que es su comprension. Para leer un libro
es necesario abrirlo, y nadie dice: "Abre el libro", "lee".

Analicemos: "Concebir un plan". Nada de lo que el nifio hace es por azar. Todo, absolutamente
todo, tiene un por qué; otra cosa es que desconozcamos sus causas. El desconocimiento de
éstas no implica su inexistencia. El conocimiento cientifico se apoya en esta consideracion
como principio de avance. El respeto al hacer del alumno es de esencia pedagogica. Todo
alumno que ha resuelto un problema ha concebido un plan, aunque este no le haya llevado a
la solucién correcta. Lo importante es cémo ensefar al alumno a concebir planes. Son muchas
las ocasiones en las que las formas de ensefar no se acercan a las formas de aprender, y se
acercan "recetas magicas" con las que se cree cubierta la ensefianza, aunque no el aprendi-
zaje. Desatar los paradigmas que oprimen la creatividad y la intuicion del alumno es principio
prioritario para aprender a concebir un plan. La receta apuesta por un pensamiento paralelo
al que ha tenido el que la ha creado; y una cosa es ensefar y que el nifo aprenda, y otra,
muy distinta, es permitir que desarrolle su propio pensamiento. La informacién de concebir
un plan, nada dice sobre concebirlo si no se ha concebido, y si se ha concebido, j;para qué
informar? Yo puedo comprender intelectualmente el concepto dinero, pero eso no quiere decir
que sea millonario.

Analicemos: "Vision retrospectiva". Se trata de comprobar la validez de lo que se ha realizado,
verificar el resultado y el razonamiento. ;Qué entiende el nino de Educacion Primaria por
"comprobar"? ;Qué hay que hacer para "comprobar"? La comprobacion, en estas edades, debe
formar parte del proceso de explicacion, de la escucha a los demas, de la contrastaciéon con
sus companeros; en definitiva, de la comunicacién. Esta debe estar apoyada en el dialogo, no
en la exposicion; y debe hacer intervenir al profesor como un elemento mas. El desarrollo de
la reversibilidad de pensamiento es la esencia de esta dialéctica de interaccion personal.

No obstante, la intencién de Polya se aleja mucho de la receta dogmadtica que genera ideas
brillantes. La indicacion de las fases de realizacién de un problema va dirigida a la atencién
de la mente adulta que es capaz de dirigir y tener en cuenta para la consecucién de objetivos
claros, y no para que se ofrezcan, como se ofrecen en las aulas V), a la independencia del
pensamiento y a la oportunidad del recurso. Las fases, como reglas, obturan la capacidad
inventiva y las facultades intelectuales de descubrimiento. "Un gran descubrimiento resuelve
un gran problema, pero en la solucién de todo problema, hay un cierto descubrimiento. [...]
Si [El profesor] dedica su tiempo a ejercitar a sus alumnos en operaciones rutinarias, matara
en ellos el interés, impedira su desarrollo intelectual y acabard desaprovechando su oportu-
nidad" Polya.
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LO QUE SE PROPONE: LA "RESOLUCION DE PROBLEMAS" EN EL
RAZONAMIENTO, LA MATEMATICA Y LA CREATIVIDAD

La elaboracion de la actividad por el profesor, y la creacién de estrategias de elaboracion por
el alumno, son fuentes de recursos diferentes. Se sabe, que la primera fase de realizacién de un
problema es la comprension de éste. Se sabe, que la lectura detenida y reflexionada ayuda a la
fase en cuestion. Esta informacion es para el profesor, no para el alumno. La funcién del profesor
no es la de transmitir la informacién que posee, sino la de provocar su realizacién. Haciendo
uso del conocimiento que se tiene se elaboraran actividades cuya finalidad esté ligada, mas a
generar ideas, que a escuchar contenidos. Asi, por ejemplo, ante un enunciado dado, se plan-
tean distintas soluciones. El trabajo del alumno consiste en crear las preguntas que, a partir del
enunciado, se corresponden con todas y cada una de las distintas soluciones®.

Solucion: No... El nino tendra que leer atentamente, y varias veces, el enunciado, hasta com-
prender las relaciones que debe tener en cuenta para la expresion légica de la pregunta en cues-
tion. Se abrird la oportunidad de saber cudles son los datos significativos, cudl es la incégnita,
o si la condicién es suficiente. No serd necesario que informemos de la necesidad de su lectura
y comprension; se ha provocado la lectura del texto las veces que se precise desde una accién
totalmente libre; se ha elaborado una actividad que ha supuesto, en definitiva, la estrategia de
elaboracion pretendida.

Mas que conocer las fases que intervienen en la resolucion de un problema, lo que necesita el
alumno son situaciones significativas que le aporten posibilidades de enfrentamiento a dicha
resolucion. Cuando a un alumno se le propone un problema lo primero que hace es leerlo,
pero leerlo significa seguir unas palabras que el cerebro descodifica para proyectar la idea de
lo que éstas significan; mas que leer lo que dice, intenta entender lo que pone. Esa intencién
provoca una fotografia mental que va a permitir que el alumno enuncie el problema con sus
palabras, en una formulacién interior que establece una dinamica de relaciones en correspon-
dencia con lo que ha entendido.

Goza de exagerada importancia en la resolucién de problemas matematicos permitir que
el alumno elabore, enuncie y genere ideas, —como si desglosasemos las necesidades que se
requieren para resolver problemas por orden de prioridad—. No es conveniente exigirle mas,
en un principio.

Las etapas, aparentemente necesarias, para la resolucion de problemas, son: Elaboracién,
Enunciacion, Generacion de ideas, Trascripcion simbdlica de las ideas —traducir al len-
guaje matematico el plan abordado en la generacién de ideas—, Realizacion —utilizacién de
los instrumentos de cdlculo necesarios que me permiten llevar a cabo las ideas traducidas,
Contrastacion —se establece una correspondencia entre el resultado obtenido y todas y cada
una de las etapas anteriores, estudiando la concordancia l6gica en funcién de la solucién que
se haya indicando, mediante la comunicacién de ideas llegando a conclusiones validas.

Las primeras situaciones problematicas a las que se tiene que enfrentar el alumno son aque-
llas en las que el nimero no existe, es secundario o va apareciendo en la medida que él lo
considera necesario, y en este orden. "Se deja caer una pelota que estd encima de un armario
y una pelota que esta encima de una silla. ;Qué pelota llegara antes al suelo?" Observemos,
a partir de esta situacion, mediante el dialogo, cémo ha sido elaborada, cémo enunciada en
sus mentes y cuales son las ideas que pueden generar; que cojan confianza y seguridad en si
mismos, que todos puedan hablar, que se enfrenten a una pluralidad de alternativas: ;Se han
dejado caer las dos pelotas a la vez?, ;donde has supuesto que estaba la silla?, ;podria estar la
silla en una posicién mas alta que el armario?, jcrees necesario completar el enunciado para
contestar con seguridad?,...
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Otra situacion problematica que en estos comienzos se puede plantear: "Me he quedado sin
dinero" (si, ya estd); que elaboren, que enuncien, que busquen lo necesario, que determinen
lo que es o, no es, l6gico, que construyan lo que falte: ;Por qué te habras quedado sin dinero?,
sCuanto dinero llevabas?, ;has prestado dinero a algin amigo?, ;Te has comprado algo?, ;te
has quedado sin dinero antes o después de comprarlo?,...

Existen un sin fin de situaciones capaz de generar ideas y permitir que el alumno profundice
en el contenido implicito que se representa en la composicion del lenguaje, entendiendo que,
mas que palabras lo que tiene es una relacion de significados.

Cuando lo que se pretende es dirigir la mente del alumno a situaciones cuya solucién depende
de operaciones matematicas, se parte de situaciones capaces de generar ideas de distincion y
comprensién de todas y cada una de las distintas operaciones. El como lo indican las reglas
de célculo que permiten obtener una solucién. Antes de hacer la suma, que me permite, por
ejemplo, dar solucién a un problema, el alumno ha tenido que elegirla de entre todas las
demas operaciones. El cémo se hace esta subordinado al saber hacer.

La adicion o Suma

Una cosa es hacer sumas y otra, muy distinta, es saber qué es sumar. En ocasiones, el hacer
no implica el saber y el saber no implica el hacer, y ambas implicaciones son necesarias en
la resolucion de problemas. Empezaremos por interpretar mentalmente una accién sumativa a
partir de una propiedad fundamental: El resultado de una suma es siempre mayor que todos y
cada uno de sus sumandos, cuando estos son distintos de cero. Mediante una situacion abierta
capaz de generar ideas canalizaremos las respuestas del alumno hacia el descubrimiento y
la comprensién de esta propiedad fundamental. Sirva, como ejemplo, la siguiente situacion
como propuesta de didlogo: "En una caja en la que hay un nimero de canicas se echan 5
canicas. ;Cudntas canicas hay, ahora, en esa caja?" Sus expresiones seran variadas. La palabra
"depende" saldrd rapidamente; el concepto de funcién estd en sus mentes: puede haber siete,
ocho, ... pero, no puede haber cinco, no habra menos de cinco, siempre mds. "Se sabe que esa
caja esta rota y que al moverla se pierden las canicas. Se sabe que se mueve, una y otra vez.
sCudntas canicas se pueden perder?" No se sabe exactamente pero, si podemos decir que se
pierden mas de dos, y mas de tres y, con seguridad, mds de cinco, ;Mds de cinco?, ;cuantas
mas? Las que hubiese en la caja antes de echar las cinco. Entonces, si antes de echar las cinco,
habia tres canicas en la caja, jcudntas se pueden perder? Digamos ocho, pero... seguimos
diciendo mas que cinco.

El alumno interpreta mediante este tipo de situaciones una accién sumativa debido a que el
alcance de las consecuencias previstas a partir de la informacion indica la obtencién de un
nimero mayor. Como se puede observar se huye intencionadamente de la asociacién lingtis-
tica de palabras con la operacion; sumar no es juntar, porque si fuese juntar todo lo que no
fuese juntar no seria sumar. También se suma cuando se "pierde", cuando se "da", cuando se
"presta"; podemos decir, entonces, que sumar es aumentar, siendo el alumno el que interprete
en las expresiones de una multitud de situaciones la infinita extension de esta idea.

LA SUSTRACCION O RESTA

El resultado de una resta representa la diferencia numérica, atendiendo al orden de los nlime-
ros naturales, que existe entre dos nimeros: a - b = c. Esta diferencia cumple una propiedad
fundamental: ¢ + b = a, sin entender esta propiedad dificilmente se puede comprender la
naturaleza del contenido intelectual de una sustraccion. Sirva como ejemplo la siguiente
situacion para una propuesta de didlogo: Se dibujard en la pizarra un tramo de escalera de
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iez escalones entre dos descansillos, de tal forma que para ir de un descansillo a otro sea
d I tre dos d llos, de tal f d d Il t
necesario subir esos diez escalones. Dibujando a dos nifios en el descansillo inferior y una
puerta en el superior, plantearemos el siguiente desafio: ";Qué crees ti que se disponen a
hacer estos nifos?"

Dialogo: ;Por qué? ;Cuantos escalones pueden subir?, ;Pueden subir mas de diez?, ;Pueden
subir menos de diez?, ;Se pueden parar?, ;Por qué se paran?, ;Dénde se paran? "Un nifio se
para en el segundo escal6n mientras que el otro no ha empezado a subir, ;a quién le quedaran
menos escalones que subir?", ;Cuantos menos? Y, si se hubiese parado en el sexto escalén,
mientras el otro aéin no hubiese subido ninguno, ;a quién de estos nifos le quedarian menos
escalones que subir?, ;A quién le quedarian mas escalones que subir?, ;Cuantos mas? Se sabe
que un nino se para en el tercer escalén, jcuantos escalones le quedan a este nifio por subir?
sPor qué, si tiene que subir diez?, ;Cudntos escalones le quedaran por subir al otro nifio? Se
sabe que un nino se encuentra en el descansillo superior, mientras que el otro aiin no ha
terminado de subir porque estd descansando en uno de esos escalones, jcudntos escalones
tiene que bajar el que ya ha subido para situarse en el mismo escalén en el que estd el nifio
cansado?, ;...?

Esta interaccion de preguntas-respuestas genera ideas, capaces de intelectualizar los factores
intervinientes mas importantes para la interpretacion mental de la resta; a saber:

e La diferencia entre la parte y el todo no puede ser mayor que el todo

e La diferencia entre una parte A y el todo es otra parte B tal que la suma de Ay B equivale
al todo

Si un sefor estda en el kilémetro 23 y tiene que llegar al kilémetro 32, para averiguar los
kilometros que le faltan por recorrer es necesario advertir que le faltan menos, pero menos
que qué. Si situamos al alumno en la posicién cero, el nimero de kilémetros que tiene que
recorrer para llegar al kilémetro 32 es 32; si le situamos en el kilémetro 10 observara que no
son 32, que son menos que antes, que son 10 menos que 32.

La complementariedad implica la consideracién de un total respecto a una parte de ese total.
Sera el alumno quien extienda la idea de disminucién a un sin fin de situaciones capaces
de ser reconocidas por esta idea, con independencia de las expresiones utilizadas —siempre
que sean conocidas por él- en la informacién cuya pregunta indique consecuencias de esta
indole.

La clasificacion de los problemas que se define por problemas de Cambio, de Combinacién,
Comparacién e lgualacién, no tiene, a nuestro juicio, incidencia alguna como aportacion
diddctica, ni por su estructura, ni por su tipologia. El alumno no debe distinguir un problema
por su tipologia porque estara memorizando una forma de analisis que cuando no recuerde
le hara fallar; su aprendizaje se debe apoyar en la seleccién, distincion y discernimiento inte-
lectual mediante una dindmica de relaciones légicas.

LA mulriplicacion

La interpretacién mental de las situaciones multiplicativas no equivale a la interpretacion mental
de las situaciones sumativas. Ver los problemas en los que interviene la multiplicaciéon como una
suma repetida aporta caracteres de confusion en la distincion de las situaciones. En las situa-
ciones sumativas aparece una sola clase de elementos®, en las multiplicativas, sin embargo,
aparecen dos clases de elementos bien diferenciadas y una relacién constante entre ellas; asi,
bolsillos y canicas, cajas y peras, estanterias y libros, duros y pesetas,... Esta seria la diferencia-
cion clara. Tendremos tantos factores distintos como clases de elementos haya. Si se habla de
cinco armarios, de siete cajones en cada armario y de 9 camisas en cada cajén y se pregunta por
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el nimero de camisas, la relacion se vera expresada en la forma: 5 x 7 x 9. No habrd extension
de una idea multiplicativa mientras no se advierta la relacién constante entre clases de distintos
elementos. Por mucho que repita la suma de una longitud, jamas obtendré una superficie. Sirva,
como ejemplo, la siguiente situacion para una propuesta de didlogo: " Me he comprado tres
globos. ;Cuantos euros he tenido que pagar?" Podemos suponer que los globos no son iguales;
la relacion entre los euros y los globos no es constante. En la consideracién de la igualdad de
los globos esta la consideracion de la igualdad del precio —que saldra como alternativa— es ésta
relacion constante la que implica una idea multiplicativa que estara en funcion del precio de
cada globo; asi podra ser 3 veces 1 Euro, 3 veces 2 Euros, 3 veces ... Si planteamos, a continua-
cion, el problema en funcién del nimero de globos se percibira mejor la relacion entre las dos
clases de elementos "globos-euros": "Un globo me cuesta 2 Euros. He comprado algunos de esos
globos. ;Cuanto he pagado?" Volvemos a la palabra "depende", depende ;de qué? Si el nimero
de globos fuese dos: dos veces 2 Euros; si fuese cinco: cinco veces 2 Euros;...

Es el alumno quien extendera la idea multiplicativa a un sin fin de situaciones, identificandola
en una relacion constante entre distintas clases de elementos directamente proporcionales.

La division

La interpretacion mental de la division comporta una multiplicacién en la que se busca uno
de los factores. La divisién como consecuencia tiene por causa la multiplicacion.

"He comprado algunas piruletas de igual precio. He pagado por todas 2 Euros. ;Cudl es el
precio de una de ellas?" No se sabe, ;por qué no se sabe? ;He podido comprar 20 piruletas?,
sPor qué?, ;quizas 107, jpor qué? ;Es posible que haya comprado siete piruletas? ;Por qué
es 0 no es posible?,... conduciremos abiertamente la posibilidad o imposibilidad de sucesos
apoyandolos en la comprobacion légica de la idea multiplicativa: si he podido comprar diez
y cada una de ellas me habrd costado dos pesetas, porque diez veces dos equivale a veinte;
no he podido comprar siete, porque no hay un nimero exacto de veces por las que siete
equivalga a veinte,... Buscar el nimero que multiplicado por b equivale a c, se representa
matematicamente mediante la expresion "c : b", que se lee: "c dividido por b".

"Tengo que repartir ocho caramelos entre cuatro nifios. ;Cuantos caramelos recibe cada uno?"
Esta situacion seria posterior. Es necesario que el alumno perciba, entre la pluralidad de repar-
tos, aquel en el que todos reciben lo mismo. Que se tengan que repartir ocho caramelos entre
cuatro nifios no significa que todos tengan que recibir el mismo ndmero de caramelos; al nifo
uno se le pueden dar 3 caramelos, un caramelo a otro de los nifos, y dos a cada uno de los
restantes. Dialogaremos con los alumnos desde todos y cada uno de los distintos repartos que
se hayan considerado, viendo cuales de ellos se pueden expresar mediante una multiplica-
cién, con la palabra veces. Asi, el reparto descrito en el ejemplo no seria posible expresarlo
mediante la palabra veces debido a que todos y cada uno de los nifios no han recibido el
mismo nimero de caramelos. Observado esto se conducira de tal forma que si en el enun-
ciado introducimos la necesidad del reparto equitativo, el alumno pueda libremente traducir
la situacién a la simbologia "8 : 4", debido a que habra que buscar qué nimero de caramelos
cuatro veces equivale a ocho. La informacion por parte del profesor/a de las propiedades
expuestas en todas y cada una de las distintas operaciones debilitara la comprensién por parte
del alumno que se dedicard a imitar lo que le ha sido indicado, cuando lo importante es que
llegue por sus propios medios a descubrir estas relaciones teniendo a su disposicién la opcién
de decidir mediante l6gicos razonamientos.

La divisién no existe como operacién independiente. Se define como la operacion inversa de
la multiplicacién. Es por ello por lo que también se apoya en dos clases de elementos y una
relacion constante; caramelos-nifios, piruletas-euros, ...
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No obstante, no se puede confundir el mecanismo de realizacién con el mecanismo inte-
lectual de identificacién de situaciones, si se confundiese no se distinguiria una situacion
multiplicativa de una situacién de particién, indicando asi que multiplicar y dividir son una 'y
la misma cosa. En la multiplicacion el resultado es mayor que todos y cada uno de los facto-
res —siendo estos distintos del nimero cero y del nimero uno-, en la division el resultado es
menor (divisor mayor que 1).

Es el alumno quien extendera la idea de division a un sin fin de situaciones identificandola
por la busqueda de una relacién constante inversamente proporcional a dos clases distintas
de elementos.

Estudiadas y comprendidas las propiedades que definen a todas y cada de las distintas ope-
raciones, se hace necesario, como deciamos anteriormente, no sélo saber hacer sino saber
como se hace, siendo imprescindible un dominio de las reglas de calculo para obtener resul-
tados precisos y correctos en la realizacién de la situacién problemdtica, como etapa indepen-
diente. Las cuatro reglas algoritmicas se basan en la propiedad de construccion de un sistema
posicional decimal, que es el que utilizamos para la numeracién: Diez elementos de un orden
inferior equivalen a un elemento de un orden inmediatamente superior, y viceversa.

Consideradas las etapas para el aprendizaje de la resolucion de problemas como etapas distin-
tas por las que el alumno debe pasar, se pueden establecer fases de resolucién, en la medida
en que la necesidad de éstas ha sido interiorizada significativamente mediante una libertad de
accion creativa con posibilidades de extensién impredecibles. La escuela nunca podrd poner
a disposicion del alumno todos los problemas que en un futuro tendra que resolver, pero si
podra hacer que el alumno se enfrente con una disposicién de éxito a la resolucién de cual-
quier problema. Llegados a este punto, nos gustaria hablar de la dltima de las etapas, aquella
que se ocupa de la comunicacién y elaboracién de conclusiones.

Comunicacién y conclusiones. El alumno comunica su proceso de resolucién, sus estrate-
gias, sus ideas. Se genera un didlogo que sirve de contrastacién del proceso. Se defienden
las iniciativas y se aceptan las refutaciones. Se desarrolla la autonomia desde la explicacién
a los demds de su decision creativa. Este ejercicio libre tiene poder de expansién desde la
investigacion conjunta, y no competitiva. Las situaciones problematicas deben desplegar
la capacidad inventiva del alumno para que la capacidad de dialogo sea eficaz, alcanzando
el gozo que este actuar proporciona, independientemente del éxito obtenido. El aprendizaje
se alimenta, mas que del acierto de la comunicacion, de las conclusiones derivadas de ella.
Conclusiones que anotan el por qué de su acierto o de su error; la calidad de comprensién del
problema, las falacias utilizadas en su razonamiento, los métodos que han demostrado la vali-
dez de la solucién del problema: ensayo y error, generalizacion, analogia, particularizacién,
empezar desde atrds,... Las conclusiones serdan ideas que podamos utilizar en las sucesivas
resoluciones de situaciones problemdticas. El respeto y la tolerancia, la aceptacion de ideas,
la honestidad, la colaboracion y la asimilacién de técnicas de base perteneceran al contexto
de resolucion de problemas. Si no hay comunicacién las conclusiones no se objetivaran y
seran subjetivas en tanto al modo de proceder del alumno, o en tanto a la forma de corregir
del profesor. Cuando la conclusién es estrategia para el profesor y elaboracién para el alumno,
el proceso de resolucién, correcto o incorrecto, no importa como calificacion del sujeto, sino
como cualificacién del aprendizaje a partir de unos fundamentos de los que somos capaces
de responsabilizarnos.

La actividad escolar debe apostar esencialmente por tareas creativas, desde las que puedan
profundizar para encontrar nuevos conocimientos, inventar y reconstruir problemas para
llegar a conclusiones vdlidas mediante relaciones en si y relaciones entre relaciones, sin
accidentalidad, sin adivinacién y sin arbitrariedad. Inventar por inventar, no sirve de nada; la
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creatividad como forma de conocimiento no consiste en permitir que el alumno haga todo lo
que se le ocurra, sino en conseguir que al alumno se le ocurra todo lo que cientificamente se
puede permitir.

EL ARTE DE PREGUNTAR

Mientras que el ser humano se comunique mediante el lenguaje toda didactica que articule
aprendizaje descubrird necesariamente el arte de preguntar.

Un lapicero cuesta menos que un boligrafo. ;Puedo comprarme el lapicero y el boligrafo?

Alumno 1: Yo si porque a mi me lo paga mi madre.

Alumno 2: Pero, dice que si te lo puedes comprar ta.

A1: Yo no, porque no tengo dinero.

Profesor: Supongamos que nosotros tenemos dinero. ;Podriamos comprarlo?
Alumnos: Podriamos sacarlo de la hucha; o de la paga; ...

P: Entonces, veo que si lo sacamos de la hucha, o de la paga, podriais comprarlo.

A3: Eso depende de lo que saquemos.

A4: O de lo que tengamos en la hucha.

P: ;Por qué?, no lo entiendo; si sacamos dinero podremos comprarlo. (Contraejemplo).
A3: No, depende del dinero que tengamos.

P: Vamos a suponer un dinero. Abrimos la hucha, y ;qué dinero sacamos? (Ejemplo).
(Anotamos lo que nos van diciendo: 2, 5, 10, 20, 200,...).

e Entonces, ;con 200 euros podremos comprarlo?
A: Si, porque es mucho dinero.

P: De acuerdo. Entonces, borraremos 2 Euros, porque al ser poco dinero, estamos seguros de
que no podremos comprarlo con esos 2 Euros.

A: Claro.
P: ;Si tuviésemos 2 Euros nos faltaria dinero?
A: Si, bastante.

P: ;Para qué nos faltaria dinero, para comprar el boligrafo o para comprar el lapicero?
(Contraejemplo).

(Algunos hay que dicen que nos faltaria dinero para las dos cosas; otros, para el lapicero; y los
mas para el boligrafo porque, segin ellos, cuesta mas que el lapicero. Dialogando deberiamos
llegar a establecer una clasificacion de las posibilidades:

* Que nos falte dinero sélo para el boligrafo.

* Que no es posible que nos falte dinero sélo para el lapicero.

* Que si nos falta dinero para comprar una y sélo una de las dos cosas, nos falta dinero
para comprar las dos cosas juntas.

Durante esta conduccién de ideas, aparece con premura la cuestion 16gica; algin alumno hay
que asegura que todo esto depende de lo que cueste el boligrafo y el lapicero).

A: Depende de lo que cueste el lapicero y el boligrafo.
P: Entonces, ;no depende del dinero que tengamos?
A: Si, porque si no tienes dinero no puedes comprarlo.
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P: ;Como sabes si tienes dinero suficiente para poder comprarlo?
A: Tengo que saber cuanto cuesta el lapicero y el boligrafo.

P: Segun lo que dices, ;con 2 Euros, podremos, o no?

A: Es que hay que saber...

P: Entonces, ;vuelvo a escribir en la pizarra 2 Euros?

A: Claro, porque... (Y es en este momento, cuando te explican con sus propias palabras la rela-
cién que han descubierto. Como si ti hasta ahora no te hubieses enterado y ellos se encontra-
sen con la clara necesidad de informarte de algo evidente que td no quieres comprender. Te
ponen ejemplos que muestran la necesidad de tener el mismo o mds dinero de lo que cuesta
para poder comprarlo. —Podemos asegurar que esta sencilla idea ha sido comprendida por
vez primera en algunos de estos nifios-).

P: Esta bien, fijemos los precios de los objetos que aparecen en el problema.

(Dialogo. Unos hablan de caro y de barato, que depende..., que en su libreria son muy care-
ros. Surge la necesidad de inventar un nombre para la libreria: "Lapicerin", del mismo modo
que surge la necesidad de determinar qué tipo de lapicero o boligrafo porque, como alguno
dice, "y si es de oro...", y obtenemos la formulacién del siguiente enunciado: "En la libreria
Lapicerin un lapicero de la marca A cuesta 80 céntimos y un boligrafo de la marca B cuesta
1 Euro".

P: Si tengo 1 Euro, jtengo 80 céntimos?

(Algunos dicen que si; otros, que no. Hablamos).

P: Si tienes 100, y sélo 100, ;tienes 110?

A: No, porque nos falta.

P: ;Lo que no tienes es lo que te falta?

A: Claro, porque... ( Ponen sus propios ejemplos).

A: Yo no estoy de acuerdo porque si yo tengo 3 Euros, no tengo 10 pero tampoco me faltan
10. Lo que me falta no siempre coincide con lo que no tengo, sélo en el caso de que no tenga
nada. (Ayudado por el profesor en la formulacién de la idea. — Los nifos suelen tener dificultad
de expresién, no de comprensién-).

P: ;Estais de acuerdo con lo dice...?

A: Si.

P: Entonces, podemos decir que lo que no tenemos es lo que nos falta para llegar a tenerlo.
e Si tienes 80 céntimos, ;qué te falta para tener 70?

A: Nada, me sobra.

P: Si tienes 80, ;tienes 70?

(Todos afirman que si, porque no te falta).

P: Volvamos al problema, jcudnto hemos dicho que cuesta el boligrafo?

e ;Cuénto hemos dicho que cuesta el lapicero?

e Si tenemos 1 Euro, jtenemos 80 céntimos?

* Si.

e Entonces, con 1Euro, y sélo 1 Euro, podemos comprar las dos cosas, porque tenemos para
el boligrafo y para el lapicero. ;Qué pensais? (Desafio) (Perplejidad absoluta. Silencio.
Timidamente empiezan a hablar diciendo que si tenemos 1 y sélo 1 Euro, sélo podemos
comprar una de las dos cosas. Ellos dan sus explicaciones oportunas. Callamos. Cada vez
participan mds nifios apoyando la misma idea. Es entonces, cuando se les hace dudar:
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Deciais que: "si tienes 1 Euro, tienes también 80", no entiendo por qué no podemos com-
prar las dos cosas. Ellos, lo explican perfectamente)

Seguimos trabajando, establecemos "diferencia entre precios" para redactar el enunciado:
"... Un lapicero cuesta 20 céntimos menos que un boligrafo. Un boligrafo cuesta 1 Euro."

Intentamos averiguar el minimo dinero que necesitamos tener para poder comprarlos. No hay
muchas dificultades: Primero, el precio del lapicero, después, el precio del boligrafo.

Construimos una tabla de precios lapicero-boligrafo, cuyo criterio constante es que el lapicero
siempre va a costar 20 céntimos menos que el boligrafo, y completamos, segln corresponda.

LAPICERO

BOLIGRAFO

LAPICERO + BOLIGRAFO

10 CENTIMOS

30 céntimos

30 CENTIMOS

50 céntimos

40 CENTIMOS

90 céntimos

2 Euros

1,80 Euros

2 Euros

3 Euros

10,10 Euros

Dado un precio cualquiera del lapicero, descubrir la regla general que me permita obtener el
precio del lapicero y el boligrafo.

Dado un precio cualquiera del boligrafo, descubrir la regla general que me permita obtener el
precio del lapicero y el boligrafo.

Dado un precio cualquiera del lapicero y el boligrafo, descubrir la regla general que me per-
mita obtener el precio del lapicero.
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NOTAS

(1) Seminario "Ramon Aller" (1994). Puig, L./ F. Cerdan (1988: 26-28) (En esta obra la fase "Elaboracion de un plan” de Polya, se
denomina "Traduccién” y a la fase "Ejecucion del plan®, fase de "célculo”) La distincién entre lo que el profesor debe conocer
sobre la actividad y lo que debe conocer el alumno, es importante. El papel del profesor es distinto al papel del alumno. El
profesor debe saber que el alumno tiene que concebir un plan; el alumno tiene que concebirlo. Estas fases forman parte del
conocimiento didactico para la elaboracion de la actividad. Del mismo modo hablariamos si hubiésemos analizado otros mode-
los, por ejemplo, el de Mason, J./ Burton, L. (1989).

(2) A partir del siguiente enunciado, escribe la pregunta que se corresponde con todas y cada una de las soluciones presentadas:
"Dos barras de pan del mismo precio cuestan, entre las dos, 13 céntimos menos que un litro de leche. He comprado esas dos
barras de pan y ese litro de leche. He pagado con 2 euros y me han devuelto siete céntimos. "

et ? Solucién: 90 céntimos
e ? Solucién: 58 céntimos
et ? Solucién: El litro de leche.

(3) Nos referimos aqui al producto de dos factores. Si hubiera tres factores habria tres clases de elementos; es decir, tantas clases
distintas de elementos como factores haya.

(4) En la medida en que el divisor aumente el cociente disminuye.
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