Geogebra como herramienta TIC en el aula

[ TEMA 3. COORDENADAS Y REPRESENTACION DE FUNCIONES ]

INTRODUCCION

Aunque no existe una herramienta especifica para mostrar las coordenadas de un punto o las
ecuaciones de rectas, circunferencias o cénicas, podemos trabajar con ellas sin mds que acceder a las

propiedades de cualquier objeto, para indicar que muestre ademds del nombre, las coordenadas o
ecuacion, o que las muestre en lugar del nombre.

Dedicaremos este capitulo, en el que realizaremos actividades como la representacion de
funciones, aprovechando los ejes de coordenadas, para resolver problemas cldsicos de mdximos y minimos,

en los que podremos mostrar, junto a la grdfica, la construccion geométrica que da lugar a la funcién que
se tiene que optimizar.

Como disponemos de distintas opciones para trabajar con coordenadas y para medir; podemos
resolver problemas de geométrica afin y euclidea.

ECUACIONES Y COORDENADAS

Para cualquier objeto, bastard con pulsar el botén derecho del ratén para acceder a sus
propiedades, indicando que muestre ademds, o en lugar de, el hombre o su valor. Aparecerdn en este caso,
las coordenadas de los puntos o las ecuaciones de las rectas, circunferencias o cdnicas.

& Propiedades 3]
Punto A OD’:“’SI Basico | Color| Estilo| Algebra| Avanzado
= unto
yn Nombre: A a v
Coordenadas Polares

Valor (3.52,1.12 it ¥ila &
v “. Muestra Objeto

v ~+ Muestra Rétulo
# Activa Rastro

Subtitulo . v agw

[¥] Muestra Objeto

[¥] Muestra Rétulo: | Nombre v
# Copia en Campo de Entrada [] Muestra Rastro
o/ Renombra (] objeto Fijo
/ Borra [C] Objeto Auxiliar
A Propiedades ...
/ Bomra | Cierra

De manera andloga, si esta herramienta se aplica sobre una recta, una circunferencia o una cénica,
devuelve la ecuacion con respecto a los ejes utilizados por defecto.

|- Objetos Libres %
2 A=(2.98,1)

| -0 B=(4.6, 1.56)

|5 Objetos Dependientes
5 ¢ (X -2.98) + (y -1)2 = 2.94

Activando la opcién Nombre y valor en Muestra rétulo aparecerd la ecuacién del objeto en la
ventana grdfica.

Eprapiedades
[Objetos Bésico | Color | Estilo | Algebra | Avanzado
| =-Circunferencia
Jc .
punto Nombre: |c a v
@A Definicién: | CircunferencialA, B] o ¥lo ¥
JB B
Subtitulo: ° [
Muestra Objeto
Muestra Rétulo: |Nombre y Valor ¥
2 -
+(y-12=294
[[] Muestra Rastro
[] Objeto Fijo
[] Objeto Auxiliar
(o]
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A través de las opciones que ofrecen las propiedades de los objetos podemos cambiar el tipo de

coordenadas entre cartesianas y polares, o la forma en la que aparecerdn las expresiones de las
ecuaciones.

E Propiedades

|Objetos

| =-Circunferencia| |
“@c

| =-Punto
A
@B

Basico | Color | Estilo | Algebra Avanzado |

Coordenadas: | Coordenadas Cartesianas |
Coordenadas Caitesianas
Coordenadas Polares

NUmero Complejo

Incremento: |0

c:x2+y?-596x-2y=-694

B
E Propiedades
Objetos Basico| Color| Estilo| Algebra | Avanzado
=-Circunferencia
-Punt;c Ecuacion: ax*+bxy+cy+dx+ey=f ¥
J A (X-mpF+(y-ny=r*
J B axr+bxy+cy+dx+ey=f

Por defecto, aparecen los ejes de coordenadas que se podrdn activar o desactivar a través de la
opcion Ejes que encontramos en el mend Vista.

|- Ejes
{ Cuadricula
v Vista Algebraica Ctrl+Mayusculas+A
Vista de Hoja de Calculo Ctrl+Mayusculas+S

Objetos Auxiliares
v Divisién Horizontal

v Barra de Entrada
v Lista de Comandos

[71 Protocolo de la Construccion ...
Barra de Navegacion por Pasos de Construccion

f& Actualiza Vista Grafica (Limpia rastros) Ctrl+F

Recalculo de Todos los Objetos Ctrl+R

Una vez dibujados los ejes para desplazarlos, bastara con utilizar la herramienta Desplazar vista
grdfica.

&

Vi
¥

INTRODUCIR PUNTOS

Para introducir un punto a partir de sus coordenadas, bastarad escribir en la linea de comandos el
nombre del punto y las coordenadas.

Por ejemplo, al escribir A = (-2,1) aparecerd dibujado el punto correspondientes a dichas
coordenadas.

® Entrada: A=(-2,1) 0

- -2 0

N4

Como alternativa, se podrd dibujar un punto cualquiera utilizando la herramienta Punto.

A continuacidn, se accede a las propiedades del punto para cambiar las coordenadas por los valores
deseados.
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—
~ . = <
:QA Propiedades @ ) Propiedades E]
Objetos Basico i
Objetos Basico | Color| Estilo| Algebra| Avanzado & Punto 1C0 | Color | Estilo | Algebra | Avanzado
=-Punto R
s A A Nombre: |A o v
Nombre; A a ¥
Subtitulo: | . via v
Subbtale . Vo @
] Muestra Objeto
[¥] Muestra Objeto d
z Muestra Rétulo: | Nombre y Valor ¥
[¥] Muestra Rétulo: |Nombre y Valor %
Muestra Rastro
[] Muestra Rastro Ow
Objeto Fijo
[] Objeto Fijo (] obieto Fi
Objeto Auxiliar
(] Objeto Auxiliar [ obj
[ o Ciera

Una vez modificadas las coordenadas el punto, aparecerd en la nueva posicién.

Ademds, se puede activar la Cuadricula disponible en el mend Vista, para situar puntos en las
posiciones establecidas por ella.

24 i 2
- A=(@3,1)
N A6 1] h=a
0 . 0 . . ; ; :
1 0 1 2 3 a -1 0 1 2 3 4
1
-14

Ejemplo 1

Los puntos A(-1, 3), B(3, 1) y (-1, -2) determinan el tridngulo ABC.
Comprobar que el tridngulo ABC es isdsceles.

Determinar las mediatrices de los tres lados del tridngulo.

Hallar el circuncentro del tridngulo.

Una vez situados los puntos A, B y C, accedemos a las propiedades para que aparezcan sus

coordenadas. Una vez conocidas las longitudes de cada uno de los lados, podemos decir si el tridngulo es
isosceles.

Por tanto, el tridngulo ABC es isdsceles ya que
AC=BC=5cm

A continuacion, trazamos la mediatriz de cada uno de los lados y determinamos su ecuacion.
Activamos la opcion correspondiente en las propiedades de las mediatrices para que muestre las
ecuaciones.
N\ Ax-dy=-25 7

S
\ /
“A=(-1,3) /!
N |
S

C=11,-2)

La herramienta Interseccion de dos objetos nos dard el circuncentro, del cual obtendremos las
coordenadas. Las coordenadas del circuncentro son (0725, 0°5).
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Ejemplo 2
Sea c la circunferencia cuyo centro es el origen de coordenadas y radio 3.

Determinar las ecuaciones de las rectas tangentes a la circunferencia c¢ por los puntos de
abscisa igual a 2.

Hallar el punto de interseccion de las dos rectas tangentes y el drea del tridngulo formado
por los puntos de tangencia y el punto de interseccion de las rectas tangentes.

Después, de introducir el punto correspondiente al centro utilizamos la herramienta
Circunferencia dados su centro y radio para trazar la circunferencia que tiene centro en el origen de
coordenadas y radio igual a 3 unidades.

Introducimos el punto A = (2, 0).
Trazamos la perpendicular al eje X por el punto A para determinar los puntos de tangencia B y C.

A continuacion, dibyjamos las rectas tangentes a la circunferencia por los puntos B y C, utilizando
la herramienta Tangentes, mostrando a continuacion sus correspondientes ecuaciones

24 +2.24) 9

Obtenemos el punto de interseccion de las dos rectas tangentes que tiene de coordenadas
(4°5, 0).

Para hallar el drea del tridngulo BCD, en primer lugar lo definimos como tal, con la herramienta
Poligono y a continuacion, utilizamos la herramienta Area para obtener su valor.

2X +2.24y'= 9
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CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS Y REPRESENTACION DE FUNCIONES

Las distintas opciones ya conocidas, permitirdn relacionar una construccion geométrica y la
representacion de una funcién obtenida a partir de la construccién, como ocurre en los problemas de
optimizacién similares al que exponemos a continuacion.

Ejemplo 3
Hallar de todos los rectdngulos de perimetro dado el que tiene drea mdxima.

Antes de iniciar la representacion grafica de la funcidn, para obtener el drea maxima realizamos la
construccién del rectdngulo a partir de un segmento correspondiente al semiperimetro.

Dibujamos el segmento AB en el que colocamos un punto C que determinard los lados del
rectdngulo ACy CB.

Realizamos la construccién del rectdngulo correspondiente a los lados anteriores que aparece en la
siguiente figura:

AbC/c

La medida de la base AC corresponde al segmento by la altura del rectdngulo €8 corresponde al
segmento c.

Ademds, medimos el drea del rectdngulo.

Ocultamos las rectas y la circunferencia utilizadas en la construccion del rectdngulo y
representamos los puntos que determinardn la funcidn que relaciona el lado con el drea.

A continuacion, introducimos a través de la linea de entrada el punto P = (b, poligonol), que es el
punto cuyas coordenadas coinciden con los valores del lado ACy del drea del rectdngulo que determinan
los valores ACy CB.

La representacién grdfica de la funcién que relaciona el lado del rectdngulo y el drea, se obtiene
como lugar geométrico del punto P cuando el punto Cse mueve sobre el segmento AB.

Aparecerad la grdfica mostrada en la figura siguiente:

Si movemos el punto Cen el segmento AB, observaremos que el mdximo se alcanza cuando AC es
igual a CB; por tanto, el drea mdxima se obtiene cuando es un cuadrado.

8 P
8_
61 P
. 6 Area ACED = 8.11
Area ACED =5.83 D E

4 D E 4 [

I‘ !

| JE: | B
2 A b Cc 2 A b C ¢
0 0

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
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Ejemplo 4

Sea AB una cuerda de una circunferencia de centro O. La recta perpendicular a la cuerda
por el punto O corta a la cuerda en el punto medio P.

Mover cualquiera de los extremos de la cuerda para observar la relacion existente entre los
segmentos AB y OP.

Representar la funcion que relaciona los segmentos AB y OP.
Dibujamos la circunferencia de centro Oen la que situamos una cuerda AB.

A continuacién, trazamos la recta perpendicular a la cuerda por el punto O, que la cortard en el
punto medio que llamamos .

A continuacidn, utilizamos Distancia para medir el segmento AB y la distancia entre los puntos Oy

Introducimos un punto Q cuyas coordenadas son el valor de los segmentos anteriores, es decir
Q = (a, d), representando a continuacién el lugar geométrico descrito por dicho punto, cuando el extremo
B recorre la circunferencia. Los grdficos que se obtienen, aparecen en las dos imdgenes siguientes:

Q = (2.08, 1.28)

0 2 4 6 8 10

Como observamos en la figura anterior, la grdfica es un cuarto de elipse de la que proponemos
encontrar su ecuacion.
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REPRESENTACION DE FUNCIONES

Para obtener la grdfica de una funcidn y = f(x), basta con escribir la expresién a través de la linea
de comandos, el programa le asignard un nombre, en este caso 7(x).

@' Entrada: |x"4-2x"2-1

Obtendremos al pulsar Enter la grdfica de la funcion:

- Objetos Libres ; T 4
s f(x)=x*-2x%-1
2 Objetos Dependientes 3

w
t

Para obtener la grdfica de una funcién en un intervalo /x; x-] disponemos del comando Funcién,
cuya sintaxis es:

Funcién[f(x), X1, Xz] @) Entrada: |Funcién[sin(x),-m,m]

\

Obteniendo la imagen siguiente:

2 Objetos Libres ' a7
- Objetos Dependientes
» f(x) = sin(x)

w

(S}

Para obtener la grdfica de una funcion expresada en forma paramétrica es necesario utilizar el
comando Curva, cuya sintaxis es:

Curva[x(t), y(1), t, t1, t2]
Para obtener la funcion para los valores del pardmetro comprendidos en [, -]
Al introducir la expresion:

@ Entrada: fCuwa[sin(2-3t}.cos(4t).t.-Tr.Tr]

Obtendremos la grdfica siguiente:

S8
-

0
0363,
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Para representar una funcion definida a trozos, podemos utilizar el comando Funcion para
representar cada uno de los trozos o aprovechar las posibilidades que ofrece el comando condicional Si,
cuya sintaxis es:

Si[condicion, accion]
En este caso realiza la accién indicada si la condicién es verdadera.
Y cuando escribimos:
Si[condicion, accion_verdad, accion_falso]
realizard la accién_verdad cuando la condicién es verdadera y en caso contrario, realizard la accién_falso.
Por ejemplo para representar la funcion:

2 .
x“ -1 si x<1
fx)=9 .
-X“+2 si x>1
Escribiremos en la linea de entrada la expresion:
Si[x<1,x"2-1,-x"2+2]

Obteniendo la grdfica que aparece en la imagen siguiente:

a4

5
s

% \

DERIVADA DE UNA FUNCION

Para obtener la funcién derivada de una funcién disponemos del comando Derivada cuya sintaxis
es:

Derivada[f(x)]

que ademds de devolver la expresién de la derivada, la representa.

- Objetos Libres i %
s f(x)=x*-2x2-1

- Objetos Dependientes
s g(x)=3x*-4x

w

N

o
P
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Afadiendo un argumento mds en la sintaxis anterior obtendremos las derivadas de orden superior.
Para obtener la derivada de orden s de una funcién 7(x) escribiremos:
Derivada[f(x),n]
Aprovechando las posibilidades que ofrecen los deslizadores, podemos incluir uno para ir variando
el orden de la derivada.
Por ejemplo, creamos un deslizador n que varie entre 1y 10, con incrementos de una unidad, y una
funcion: f(x) = sin(x) + cos(x) .
A continuacién introducimos el comando
Derivada[f(x), n]
Obtendremos la primera derivada de la funcién 7(x).

Al variar el valor de #, en el deslizador irdn apareciendo las sucesivas derivadas de la funcidn.

-J Objetos Libres
2 fi{x) = sin{x) + cos(x)
Jn=1

-4 Objetos Dependientes
4 g(x) = cos(x) - sin{x) ~

La incorporacion de un deslizador en la expresion de una funcion, permitird estudiar
transformaciones en las funciones.

Ejemplo 5
Estudiar las variaciones de la pendiente y la ordenada en el origen en la funcion afin.
Comenzamos introduciendo dos deslizadores a, b y una funcion afin genérica f (x)=ax+b
Aparecerd la grdfica de la funcion afin para los valores a=1y b = 1.

Al variar los valores del deslizador, podemos observar las variaciones de la grdfica cuando cambia
la pendiente y la ordenada en el origen.
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Ejemplo 6
g x*-1) .y
En la funcion f(x)= 5 +1, dibyjar la recta tangente en el punto x = 2.

Realizar una construccion para obtener la tasa de variacion media en el intervalo [2, 3].

Comprobar que la tasa de variacion instantdnea en x=2 es el limite de /a tasa de variacion media,
cuando la amplitud del intervalo tiende a O.

Introducimos la funcion y marcamos el punto de abscisa x = 2.

A continuacion, trazamos la recta tangente a f(x) en el punto anterior y marcamos un nuevo punto
B sobre la funcion; dibujando la recta que pasa por los puntos A y B.

Desplazando el punto B sobre la funcion hasta que se acerque al punto A, podemos comprobar gue
/a recta secante AB tiende a la recta tangente en A.

Dado que las pendientes aparecen en la ventana de dlgebra, podemos comprobar que la tasa de
variacion media tienda a la tasa de variacion instantdnea, cuando B tiende al punto A.

= Objetos Libres
s f(x)=(x-1)216+1 \
= Objetos Dependientes
s A=(2,1.17) X
) B=(2.22,1.25) N 4
) b:y=0.33x+0.5
ey =0.37x +0.43 K

También podriamos incluir un deslizador para representar el incremento del intervalo, tal y como
aparece en la imagen siguiente:
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INTEGRAL DE UNA FUNCION

GeoGebra permite de manera sencilla, no sélo obtener el valor de una integral definida, sino
ademds, representar las sumas inferiores y superiores, para exponer y desarrollar el concepto de drea
bajo una curva. Para representar las sumas inferiores y las sumas superiores utilizaremos los comandos:

SumaInferior[f(x), X1, X2, n]

SumaSuperior[f(x), x1, x2, n]

En los que ademds de la funcién, hay que incluir los argumentos correspondientes al intervalo
[x1 x2]y nrepresenta el nimero de particiones.

Para obtener el valor de la integral definida, utilizaremos el comando:
Integra[f(x), x1, x2]

Este comando permite resolver integrales definidas, a la vez que representa la funcion obtenida
como resultado de la integral.

En las imdgenes siguientes observamos los resultados de aplicar los comandos anteriores para
obtener el valor de la integral, y para representar y calcular las sumas inferiores y superiores de una
funcién, para lo cual necesitamos un deslizador que establezca el ndmero de particiones.

I Objetos Libres
el f(X)=x*14+1
el n=7
I Objetos Dependientes
# Sumalnferior = 8.24
# SumaSuperior=10.53
J Area=9.33

En la imagen siguiente, aparecen los rectdngulos correspondientes a las sumas inferiores y
superiores de la funcidn.

o8-
n=7
B —
5 /
T T v T T T T T T
3 2 A 0 1 2 3 4 5 (-] 7
Sumalnferior=8.24
e Area= 933
umasupearior 1058

Para cambiar el nimero de particiones, basta desplazar el deslizador.

Para obtener el valor de la integral indefinida, utilizaremos el comando:

Integra[f(x)]
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Ejemplo 7
Hallar el drea encerrada entre las pardbolas Aix) = X - 1y gx) = -x* + 1.

Comenzamos representando las dos funciones correspondientes a las pardbolas, introduciendo sus
expresiones a través de la linea de entrada.

@ Entrada: ix"2-1 @ Entrada: -x"2+1

Para obtener el drea. Bastaria con aplicar el comando integral a g(x)-f(x) en el intervalo [-1, 1]

Obtendremos el resultado que aparece en las dos imdgenes siguientes:

AN

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

D oJc][<

i_J Objetos Libres .
s fix)=x*-1
J g(x)=-x*+1

i_J Objetos Dependientes
J a=267

.
| e
pe

e

.
e \o /

B

A
. it

a=2
L

En el que ademds del valor del drea aparece el recinto correspondiente a dicho drea, que
corresponde al que determina la funcién g(x) - 7 (x) con el eje de abscisas.

En este ejemplo es evidente que -1y 1 son los puntos de corte de las dos pardbolas, por lo que no
ha sido necesario utilizar la herramienta Interseccion de dos objetos para determinar los puntos de
corte de las dos curvas.

) Objetos Libres X
J fix)=x*-1
J gix)=-x*+1

) Objetos Dependientes

2 A=(1,0)
4 B=(1,0)
J a=267
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Funciones Pre-Definidas y Operadores

Para ingresar nimeros, coordenadas o ecuaciones se pueden emplear las siguientes funciones pre-
definidas y operadores.

ii Atencionll Las funciones predefinidas deben ingresarse usando paréntesis y sin dejar espacio
alguno entre el nombre de la funcion y el paréntesis.

Las siguientes operaciones estdn disponibles en Geogebra:

Operacion Entrada
suma +

resta -
producto * 0 espacio
division /
exponenciacion ”
factorial !
Funcion Gamma gamma ( )
parentesis ()
coordenada-x 2( )
coordenada-y v()
valor absoluto abs ()
signo sgn{ )
Raiz cuadrada sqgrt ()
Raiz cubica chrt ()

nimero aleatorio entre 0 y 1

random{ )

funcion exponencial

exp( ) O &*

logaritmo (natural, de e)

In{ ) & log/|

)

logaritmo en base 2

1d{ )

logaritmo en base 10 lg( )

coseno cos ()

seno sin( )

tangente tan( )

arco coseno acos( )
arco seno asin( )
arco tangente atan( )
coseno hiperbdlico cosh( )
Seno hiperbolico sinh( )
tangente hiperbolica tanh( )
arcocoseno hiperbélico acosh( )
arcoseno hiperbodlico asinh( )
arcotangente hiperbdlica atanh( )
mayor entero menor o igual que floor( )
menor entero mayor o igual que ceil ()
redondeo round( )
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dados los puntos A(2, 2), B(-2, 0), C(2, 4) y D(6, 0), comprobar que no es un paralelogramo, pero que
si lo es el formado por los puntos medios de cada lado del cuadrildtero ABCD.

En el tridngulo A(2, 2), B(-2, 1) y C(-1, -1), hallar las ecuaciones de los lados, las ecuaciones de las
medianas y las coordenadas del baricentro.

Hallar un punto de la recta de ecuacion 2x -y + 5 = O que equidiste de los puntos A(3, 5) y B(2, 1).

Calcular las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(1, -2) que distan 2 unidades del punto
B(3 1).

En la circunferencia ¢ de centro (3, 1) y radio 2, trazar las rectas tangentes desde el punto P(-1, 1).
Comprobar que la recta que une P con el centro de la circunferencia es la bisectriz del dngulo
formado por las dos rectas tangentes.

Una circunferencia pasa por los puntos A(3, 5), Q(5, 3)y por el punto de interseccion de las rectas
x+y = 0 e y = x. Determinar la ecuacidon de la circunferencia.

Disefiar un procedimiento para representar una funcién a partir de sus ecuaciones paramétricas.
x = sen(2t)

Dibujar para valores de t < [- 6, 6] la funcién f(t) =
y = cos(t)

Hallar de todos los tridngulos isésceles de lado dado, cudl es el de mayor drea.

Dibujar un tridngulo ABC rectdngulo en el punto B. Sea P un punto de AC, D la proyeccién ortogonal
de P sobre BC y E la proyeccion sobre AB. Al mover el punto P sobre AC encontrar y representar la
relacion entre los segmentos BD y BE.

Representar las funciones siguientes:

f(x)= x'+3 g(x) = Vx% +1 h(x) = x-senx

X2
Representa las siguientes funciones:

_ | x(1)=1+sen(t) _ | x(¥) =2sen(t)
f(1 = {y(‘r) = t-cos(t) o) = {y(‘r) = 3cos(t)

Representa la funcién siguiente definida a trozos:

—x? si x<-1
f(x)={x*-2 si —1<x<1
2-X si 1<x

Calcula las derivadas de orden menor o igual que tres de la funcién:
f(x)=x-senx
Calcula las siguientes integrales:

senx
1+ senx

_[ (x=1)cosx dx _[ % dx

Halla el drea de cada una de las zonas del plano que determinan las curvas

f (x) = sen(x) y g(x)=1- sen(x)
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